第 一 章 集合 与 点 集 
31.1 集 合 


1.1.1 集合 的 概念 与 运算 
基本 内 容 
(一 ) 集合 概念 的 描述 


把 具有 某 种 性 质 或 满足 一 定 条 件 的 所 有 事物 或 对 象 视 为 一 个 整体 ,这 一 整体 
就 称 为 集合 ,而 这 些 事物 或 对 象 就 称 为 属于 该 集合 的 元 素 . 一 般 地 说 ,集合 的 符号 
用 英文 大 写字 母 4,B,C,…,X,Y，,Z 等 来 表示 ,集合 的 元 素 用 小 写字 母 a,b,c，…， 
zyvz 等 来 表示 , 例如 : 自然 数 ( 正 整 数 ) 全 体形 成 的 集合 记 为 N, 有 理 数 全 体形 成 
的 集合 记 为 Q, 实 数 全 体 记 为 Ri ,整数 全 体 记 为 Z. 

设 4 是 一 个 集合 .a 是 4 的 元 素 记 为 a€ 4,a 不 是 4 的 元 素 记 为 aE4. 为 了 
明确 表征 一 个 集合 是 由 哪些 元 素 构成 的 , 它 有 两 种 表述 方法 

(GD 列举 法 . 例如 集合 已 是 由 数字 1,2,3,4,5 构成 的 , 记 为 E= {1,2,3,4,5). 

(ii) 描述 法 . 例如 E={zE R': z<6} 表 示 集 合 已 是 由 小 于 6 的 一 切实 数 构成 
的 . 

定义 1 设 有 集合 4 与 B. 若 rE4, 则 zE B. 此 时 称 4 是 B 的 子 集 ( 合 ), 记 
为 4CB 或 B 二 4, 也 称 为 4 含 于 巨 或 如 包含 4. 显然,4C4. 若 4CB, 且 存在 有 也 
的 元 素 不 属于 4, 则 称 4 是 B 的 真子 集 . 

为 了 论述 与 运算 的 方便 ,我 们 还 指定 一 种 所 谓 空 集 , 它 是 不 包含 任何 元 素 的 

合 , 记 为 多. 空 集 儿 是 任 一 集合 的 子 集 . 

定义 2 设 4,B 是 两 个 集合 . 若 ACB 且 BC4, 则 称 集合 4 与 B 相等 或 相 
同 , 记 为 4=B. 4 与 B 相 等 就 是 4 与 B 的 元 素 完 全 相同 , 即 4 与 B 是 同一 个 集 
全 

定义 3 设 了 是 给 定 的 一 个 集合 ,对 于 每 一 个 <E 7, 我 们 指定 一 个 集合 4.. 这 
样 我 们 就 得 到 许多 集合 ,它们 的 总 体 称 为 集合 族 , 记 为 {4。: a€E 7} 或 {4,)。ey. 这 里 
的 了 常 称 为 指标 集 . 当 7=N 时 ,集合 族 也 称 为 集合 列 , 简 记 为 {4,} 或 {A} 等 等 . 
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(二 ) 集合 的 运算 


集合 的 分 解 与 合成 是 探讨 各 集合 之 间 相 互 关系 以 及 组 成 新 集合 的 一 种 有 效 
手段 ,从 而 使 集合 论 方法 在 实 变 函数 论 中 获得 重要 的 应 用 . 甚至 可 以 这 么 说 : 实 变 
函数 论 中 的 许多 命题 的 解决 ,关键 在 于 能 否 将 一 个 集合 作出 满足 要 求 的 具有 特定 
性 质 的 子 集 合 的 分 解 . 一 般 的 分 解 与 合成 可 以 通过 各 种 集合 之 间 的 所 谓 运算 来 表 
达 、 

1. 并 与 交 ( 集 ) 

定义 4 设 4,B 是 两 个 集合 , 称 集合 {tz: zr€E A 或 z-E B} 为 4 与 B 的 并 集 , 记 
为 4UB. 即 由 4 与 B 的 全 部 元 素 构 成 的 集合 . 

为 直观 起 见 , 现 用 图 形 来 示意 集合 运算 构成 的 新 集合 , 称 为 Venn 图 .4UB 见 
图 1.1. 


定义 5 设 4,B 是 两 个 集合 , 称 集合 {r: zxE 4A,xE B} 为 4 与 B 的 交集 , 记 为 
ANB, 即 由 4 与 B 的 公共 元 素 构 成 的 集合 ( 见 图 1.2). 若 4NB= 名 , 则 称 4 与 8 


互 不 相交 . 
| ) 
图 1.2 
定理 1 设 有 集合 4,B 与 C, 我 们 有 
(i) 交换 律 ; 


4UB=BsU4，4nB=Bna4. 
(ii) 结合 律 ， 
2 


AU(BUC)=(4UB)UC, AN(BNCO= (4NB NC. 
(iii) 分 配 律 : 
AN(BUC= (4NBUUANO, 
4UCnc=(CUB)nCAUC). 
类 似 地 ,可 以 定义 多 个 集合 的 并 集 与 交集 . 设 有 集合 族 {4.}ey ,我们 定义 其 并 
集 与 交集 如 下 : 


凯 4.= {z: 存在 €1,rE 4.)， 


ET 


日 4- {z: 对 一 切 a€1,z€ 4。}. 
此 外 ,前 述 之 交换 律 与 结合 律 仍 适用 于 任意 多 个 集合 的 情形 ; 


GD) an| Ua. ) =(J aNB,), 
«ET a€l 

GD aU| Ns ) = Naus». 
oa€ a€ 


2. 莽 与 补 ( 集 ) 

定义 6 设 4,B 是 两 个 集合 , 称 {z; zc4， 
ZEB}) 为 4 与 B 的 到 集 , 记 为 4\B( 读 做 4 减 B)， 
即 由 在 4 集合 中 而 不 在 B 集合 中 的 一 切 元 素 构成 
的 集合 ( 见 图 1. 3). 

在 上 述 定义 中 , 当 B 是 4 的 子 集 时 , 称 4NB 为 
集合 B 相对 于 4 的 补 集 或 余 集 . 通常 ,在 我 们 讨论 
问题 的 范围 内 ,所 涉及 的 集合 总 是 某 个 给 定 的 


“大 ?集合 X 的 子 集 , 我 们 称 X 为 全 集 . 此 时 ,集合 四 3 
妃 相 对 于 全 集 X 的 补 集 就 简称 为 B 的 补 集 或 余 集 ,并 记 为 B' 或 B. 即 
B' = X\B. 


今后 , 凡 没 有 明显 标 出 全 集 X 时 ,都 表示 取 补 集运 算 的 全 集 X 预先 已 知 ,而 所 讨 
论 的 一 切 集合 皆 为 其 子 集 . 于 是 B" 也 简 记 为 
= {7€ XX: rEB)}. 

显然 ,我 们 有 下 列 简单 事实 : 

(GD 4U4 =X， 4 站 4 一 厅 ，(40 一 4 X=2, YG'=X 

(ii) A\B=ANB'; 

(iii) 车 4 汪 B, 则 ACB'; 若 4NB=Z, 则 4C 厅 . 

特别 地 ,我 们 有 下 述 两 个 重要 法 则 : 

定理 2 (De Morgan 法 则 ) 


oa)=Na (Na)=Ua: 
(Ci ( U | Nn i | 人 | U 

定义 7 设 4,B 为 两 个 集合 , 称 集合 (4\B)U CBN4) 为 4 与 巨 的 对 称 差 集 ， 
记 为 4AB. 这 是 由 既 属于 4,B 之 一 但 又 不 同时 属于 两 者 的 一 切 元 素 构 成 的 集合 
( 见 图 1. 4). 


图 1.4 
由 定义 立即 可 知 A4UB=(4 门 B)U (4 人 B). 因此 ,对 称 差 集 是 表示 并 集中 除 
公共 元 素 以 外 的 部 分 . 显然 ,我 们 有 下 列 简单 事实 : 
() AAG=A,AAA=Y ,AAA =X,ANX=A'; 
(ii) 交换 律 ; 4AAB=BA4; 
(iii) 结合 律 : (4AB)AC=AA 人 (BAC); 
(iv) 交 与 对 称 差 满足 分 配 律 : AN (BAC)=(4NB)A(ANC); 
(vy) AAB'=AAB; 
(vi) 对 任意 的 集合 4 与 B, 存 在 唯一 的 集合 ,使 得 EA 和 A=B, 实 际 上 E=B 
A4. 
3. 集合 列 的 极限 ( 集 ) 
定义 8 设 {44} 是 一 个 集合 列 . 若 
AD AAI I AID…, 


则 称 此 集合 列 为 六 茂 集合 列 . 此 时 我 们 称 其 交集 门 4, 为 集合 列 {A,) 的 极限 集 ， 
记 为 lm4i1 荐 (44) 满足 站 
4C4C…C4C…， 
风 称 {4,} 为 通 增 集合 列 , 此 时 我 们 称 其 并 集 | A 为 (41) 的 极限 集 , 记 为 lim A 
定义 9 设 4) 是 一 集合 列 , 令 


B= (J A: G=1,2,.), 


PA 


显然 有 Bj 必 Bj41(j= 二 1,2,…), 我 们 称 
4 


为 集合 列 {44} 的 上 极限 集 ,简称 为 上 限 集 , 记 为 


limA, = a Ua 


j=l hj 


类 似 地 , 称 集合 | 」 仆 4 为 集合 列 {44) 的 下 极限 集 , 记 为 


二 1 kt 


简称 为 下 限 集 . 若 上 、 下 限 集 相等 , 则 说 (4,} 的 极限 集 存在 并 等 于 上 限 集 或 下 限 
集 , 记 为 lim4. 

对 于 上 .下 限 集 的 运算 , 易 知 下 述 事实 成 立 : 

EimA=lm(EMAY: GD EVimAi=lim(E\A); 

Gii) Jim (AUB.) =limA. UlimB,; 

(iv) lim(4.NB)=limA. NlimB.. 

定理 3 若 {44) 为 一 集合 列 , 则 

(iD limAi={z: 对 任 一 自然 数 j, 存 在 kh(k 之 站 ,rE At 

GD limAhi= {7: 存在 自然 数 吉 0, 当 k 宇 jo 时 ,TE A4). 
这 就 是 说 ,(4 必 的 上 限 集 是 由 属于 {44} 中 无 穷 多 个 集合 的 元 素 所 形成 的 ; {44} 的 
下 限 集 是 由 只 不 属于 {44} 中 有 限 多 个 集合 的 元 素 所 形成 的 . 从 而 立即 可 知 lima, 
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4. 集合 的 直 积 

定义 10 设 和 ,7 是 两 个 集合 , 称 一 切 有 序 “ 元 素 对 ”zx,y)( 其 中 x€EX,yEY) 
形成 的 集合 为 X 与 7 的 直 积 集 , 记 为 XXY: 

XXY= {Cry):zEX,yEY)， 

其 中 (zx,y) 二 (zx',y ) 是 指 z=x',y 二 y, 尽 XX 也 记 为 X?. 


典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问题 : 

(1) 给 定 集合 4,B,C, 试 给 出 由 下 述 指定 元 素 全 体形 成 的 集合 的 
表示 式 . 

(i) 至 少 属于 三 者 之 中 的 两 个 集合 的 元 素 . 


(ii) 属于 三 者 之 中 的 两 个 而 不 属于 三 个 集合 的 元 素 . 
diii) 属于 三 者 之 中 的 一 个 而 不 属 另外 两 个 集合 的 元 素 . 
(2) 设 r,s,t 是 三 个 互 不 相同 的 复数 , 且 令 
A= {r,sst}, B= {r,s,t}, C= {rs,stsrt}. 
车 有 A=B=C, 试 求 7，,s,t. 
解 (1) G) (4NB)UCBNC)U (CN4) 表 示 属 于 A,B 与 C 中 至 
少 两 个 集合 中 的 元 素 全 体形 成 的 集合 . 
(ii) (4UBUC)NC4ABAC) 表 示 属 于 4,B 与 C 中 至 少 两 个 集合 
但 不 属于 三 个 集合 的 元 素 全 体形 成 的 集合 . 
(ii) (4ABAC)INC4nBnc) 表 示 属 于 4,B 与 C 中 的 一 个 集合 
但 不 属于 另外 两 个 集合 的 元 素 全 体形 成 的 集合 . 
(2) 因为 集合 相等 就 是 其 元 素 相同 ,所 以 将 每 个 集合 中 的 全 部 元 
素 作 数值 和 ,所 得 到 的 三 个 数 应 该 相等 , 若 令 其 和 为 天 , 则 有 
rr 十 5 十 上 一 到 十 于 十 在 一 5 十 下 十 殉 一 天， 
从 而 得 到 
天 :一 (r 十 十 纺 一 ( 十 5 十 纪 ) 十 20rs 十 区 十 了 tt) 
= 3K， 
即 KK=3 或 0. 又 从 数值 的 乘积 看 , 同 理 有 
ri 
故 知 rst==1. 于 是 在 KK==3 时 ,可 知 ,st 为 方程 
zs 一 3zz 十 3z 一 1 一 0 
的 根 , 亦 即 (zx 一 1)?=0 之 根 ,但 此 时 有 r=s=t==1, 不 合 题 意 . 这 说 明天 
二 0, 此 时 r,s,t 为 方程 
2Z3 一 1 一 0 
的 根 , 即 z=1 以 及 z=( 一 1 土 V3i)/2. 
例 2 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 4,B 是 全 集 X 中 的 子 集 . 
(i) 等 式 B=(X 站 4) 由 (XU 4) 成 立 当 且 仅 当 B=X. 
(ii) 车 对 任意 的 ECX, 有 ENA=EUB, 则 A4=X,B=Y. 
(2) 设 『 是 集合 X 中 某 些 非 空子 集合 形成 的 集合 族 . 若 『 对 运算 
人 入,; 门 是 封闭 的 ( 即 若 4,BET, 则 A 人 BET,ANBET, 也 说 「 厂 是 一 个 
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环 ), 则 T 对 运算 U 人 也 封闭 . 
(3) 设 有 集合 A,B,E,F. 
OQ 车 AUB=FUE, 且 ANF=2B,BNE=G, 则 4A=E 且 B 


(让 车 AUB=FUE, 令 41=ANE,A4:=4NF, 则 4A1U 4:=A. 
(4) (AUBUC\(ANBNC)= (4AB)U (BAO). 
证 明 (1) (i) 注意 等 式 
X=(XN (AUA))= XNA)U XN A 
=(X (A) N (XU 4). 
(ii) 取 天 = 和 X, 则 由 题 设 知 4= 头 ; 又 取 = A, 则 由 题 设 知 B= A 
NM4=A'UB=YUB, 即 B=. 
(2) 注意 等 式 
AUB= (4AB)U (4NB), A\B= (4AB) NA. 
(3) (iD 由 于 4ANF= 多 , 故 从 AUB=FUE 可 知 ,ACE 且 EC 
4, 即 A=E. 同 理 可 得 B=F. 
(ii) 我 们 有 
AiUA=(ANE)U (ANF)=ANCEUF) 
=AN(A4UB)=AU(4NB)=A. 
(4) 应 用 和 集合 运算 性 质 ,我 们 得 到 
(AUBUC\(ANBNC) 
=(A4AUBUONGAUNBNCY 
=(4UBUONAUB UC) 
=AN(AUBUOU(AUBUONB 
UAUBUONC 
= (ANMB)UUANCOUGANBUCNB) 
UWAUNCYIUBNC) 
=[(ANB)U ANB)IULA NC U (ANCY] 
ULCNB)YUBNCY) 
= [CB\A) U (4\8)] U [CCNM) U (4A\C)] 
U [CCN8) U CBNC)] 
= (AAB) U (4AAC) U (BAC) = (4AB) U CBAC)， 
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( 见 § 2.2 例 2 之 (2) 中 的 证 明 ) 
例 3 解答 下 列 问题 : 
(1) 设 f(z),g(z) 是 定义 在 R! 上 的 非 负 实 值 函数 , 令 
E;:= {(z,y): zERI,0 委 > 之 JJCz))， 
Es 一 {((z,y): 7ER',0 < y < g(r)}, 
试 作 函 数 g(x),y(z) ,使 得 
Es= EU E,, E,= ENE,. 
(2) 记 已 = ({(z,y): 0 二 二 coy = x“), 试 求 集合 NE., 
a>1 


UU 5. 的 表达 式 . 
o>1 


解 (1) 略 . 
(2) 由 .是 平面 上 点 (1,1), 而 


到 =((zy):0<z<ly2zUGD 
o>1 


U{(Czy):1<z<eo0<y> 委 z 
例 4 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 有 集合 A= {a1,a2，… a) ,其 中 ai(1<i<10) 是 一 个 两 位 
数 , 则 存在 分 解 4=BUC 满足 : BnC=@2 ,使 得 B 中 所 有 元 素 的 数值 
和 与 C 中 所 有 元 素 的 数值 和 相等 . 
(2) 设 巨 是 由 个 元 素 形 成 的 集合 . E1,E,，,… ,Enti 是 的 非 空 子 
集 , 则 存在 r,s 个 不 同 指标 : 
sizse irs fife sjss 
使 得 Es UUE=E;U*…UE;. 
(3) 设 巨 是 由 某 些 有 理 数 形成 的 集合 , 且 满 足 
0) 车 a€E,bEE, 则 a+b€EE,ab€E RE; 
tii) 对 任 一 有 理 数 7, 恰 有 下 述 关系 之 一 成 立 : 
r€E, —r€E, r=0, 
则 五 是 全 体 正 有 理 数 形成 的 数 集 . 
证 明 (1) 作 4 的 一 切 子 集 , 易 知 它们 共有 22" 王 1024 个 . 因为 每 
个 子 集 的 全 部 元 素 之 数值 和 必 小 于 10X100=1000, 所 以 必 有 两 个 子 
集 其 元 素 之 数值 和 相同 . 从 而 再 将 其 中 公共 元 素 舍 去 后 ,分 别 记 为 B， 
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C, 即 得 所 证 . 

《2) 从 EE ,EE,，,… ,E+ 中 任 取 若 干 个 作 其 并 集 , 易 知 可 作出 2"+1 一 
1 个 并 集 . 注意 到 已 中 仅 有 2" 一 1 个 非 空子 集 , 故 这 些 并 集 不 可 能 全 不 
相同 . 因此 ,从 其 中 取 两 个 相同 的 并 集 且 合 去 其 中 全 同 的 Ei. 

(3) 车 7 关 0, 则 由 (i 让) 可知 -EE 或 一 rE E. 因 为 =( 一 r)?, 所 以 
EE, 特别 有 1E E. 从 而 根据 (i) ,每 个 正 整 数 都 属于 E. 

车 m,n 是 正 整数 , 则 根据 上 述 推 理 又 知 ,1/n?€ E. 从 而 可 知 m/n 
三 mnX (1/m)EE. 证 毕 . 

例 5 试 证 明 下 列 命题 ，, 

() 设 4C4C…C4C…，BICBC…CB,C…, 则 


(Ua jn (Us. |=Ua. N B.). 
(2) 设 和 44%…*4.…, B1DDBsD…B,… 汪 …, 则 


(3) 设 到 ={(z,y); MT 十 (y 一 nn}), 则 


UE= {zr,»: zeRiy>0). 


A=1 


(4) 设 0<a<b, 则 对 任意 的 正 整数 ,存在 实数 4, 使 得 
U [nesnb] SD [4,00). 


(5) 设 瑟 CEsC CE CACU En, 且 对 4 的 任 一 无 限于 
k=1 
集 8, 均 存在 某 个 E,, 使 得 E; 站 B 为 无 限 集 , 则 4 必 含 于 某 个 EE 中 . 
证 明 (1) 若 z 属 于 左 端 , 则 存在 m,n,, 使 得 xzE 4。 门 B,. 不 妨 
设 mm 和 m, 则 由 4.C4。 可 知 ,zE 4。 门 B.. 因 此 属于 右 端 . 若 z 属 于 
右 端 , 则 存在 m, 使 得 xE hf1B 由 此 知 ze [jauze [Bs 即 z 
n=] n=l] 
属于 左 端 . 
(2) 略 . 
(3) 对 任意 的 点 (zx,y) (其 中 xzER!,y>0), 只 要 nn 之 (zx? 十 y?)/2y， 
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就 有 zz? 十 (y 一 n)?<n?, 

(4) 取 正 整数 N, 使 得 N 之 k 且 N 之 a/(6 一 a). 显然 , 若 n 宇 NN, 则 
n(6 一 4) 之 a,nb 之 (n 十 1)a. 由 此 可 知 

[naynbl NN [tr Da,ln+t 1) G. 

这 说 明 |j [na ,nb] 了 [Na,o0). 

(5) 反 证 法 . 假定 任 一 Ei 均 不 包含 4, 则 有 

arE A\E: (k= 1,2,.…). 

易 知 Be = {a4) 是 无 限 集 ,这 是 因为 若 有 Bo = (by,…,6,}, 则 由 BoC 4 


CUE 可知, 必 有 bE€ Es ，… ,bE Ei. 令 ho 二 max{k,…,k,}, 则 得 
kl 


BoCE. 但 os E A\Ei ,这 一 蔬 盾 说 明 Bo 是 无 限 集 .根据 ai € A\Ei(k 
EN), 有 
at €E A\Ein GC ANEk…yat+i A\E: (j € N). 
从 而 每 个 Ei 均 与 B 之 交 为 有 限 集 , 蔬 盾 .证 毕 . 
例 6 求 下 列 集合 列 {E,} 的 上 、 下 限 集 : 
(1) Es,_s=A,E,, 1=B,E,=C(n=1,2,.…). 
(2) E,= (m/n: mE Z}(n=1,2,°). 
(3) E,=(0,1/n)(n€EN). 
(4) E,=(1/n,1+1/n)(nEN). 
(5) El=[0,1/2],E,=[0,1/2*]U[2/2’,3/2°], 
Es=[0,1/2:JUC2/23,3/2:JUL4/2’,5/23JUL6/23,7/23], 


E, -es 1/2"JUL2/2",3/2"JU*…UL(2"—2)/2", 
(2°—1)/2"]. 


解 (1) limE.=AUBUC, limE.=ANBNC. 


(2) limE,=Q, limE,=Z. 
(3) limE,=Z. (4) limE,=(0,1]. 
(5) limE,=[0,1) ,limE,= {(m/2} (k,m0). 


例 7 试 证 明 下 列 命题 : 
(有 D) 设 所 (Zz)(n EN) 以 及 f(x) 是 定义 在 R!1 上 的 实 值 函 数 , 且 有 
万 (z) > f(r)(n 一 coz ERD), 则 


GD (ren /os<o= 有 U Nn (zeR', f(z)<t+4| 
(ERI). 

(iD {z € R': f(x) < 1) =U U AN {ZER': f(z)<1— 
1/8}. 

， | 1 1 

(2) 设 as>aln>co), 则 | U Nl. 一 二 心 十 1) ={a}. 

(3) 设 {f,(z)} 以 及 f(z) 是 定义 在 R' 上 的 实 值 函 数 , 则 使 户 (z) 
不 收敛 于 f(x) 的 一 切 点 x 所 形成 的 集合 D 可 表示 为 


再 
D= UN Ul If.(z) 一 f(z)| 之 十 ). 


(4) 设 {f,(z)} 是 定义 在 R: 上 的 实 值 函 数列 , 令 
一 {tzER: Hz) 一 户 (z)1 入 1/ (EN)， 
{f(z)} 的 收敛 点 集 是 E= 门 U NN NE 

证 明 应 用 上 、 下 限 集 的 思想 . 

(1) 人 中 记 久 n= {7zER!: f(z)<t 二 1/4). 若 zo 属于 左 端 , 即 
limf《(zo) ==f (zo)<t, 故 对 任意 的 koEN, 存 在 no, 当 n 之 no 时 ,有 
所 (zo) < 之 t 十 1/kos 即 zoE€ En 之 no). 这 说 明 zo 属于 {Ei,} 的 下 限 集 ， 
故 zo 属于 右 端 ; 若 zo 属于 右 端 , 则 对 任意 给 定 的 ho € N, zo € 


口 月 已。 即 x 属于 {E.) 的 下 限 集 . 故 存 在 mo,zo € Ean 之 


m=] n=m 
no), 即 f(zo) 之 t 十 1/koln 之 no). 令 n00, 可 知 f(zo) 志 tt 十 1/ko. 
再 令 h 一 co, 即 得 f(zo) 过 1,zxo 属于 左 端 . 

(ii) 记 开 = {TE€ Ri: f(z) 过 1 一 1/k). 若 zo 属于 左 端 , 即 
f(zo) 过 1, 易 知 存 在 &。€ N ,使 得 f(zo) 过 1 一 1/ko. 从 而 由 题 设 知 , 存 
在 no, 使 得 f(zo) 过 1 一 1/koln 之 no). 这 说 明 zo 属 于 {E,) 的 下 限 集 ， 
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即 ze [】 门 已。 由 此 又 知 zu 属于 右 端 ; 若 z 属于 有 端 , 则 存在 如 


m=1 n=m 


E Nm e 习 门 Eh' 即 存在 ,使 得 当 n 之 mw 时 ,有 


i 
Zo€E Er: f(To)S1— 1/ko. 
令 n 一 oo, 即 得 f(zo) 志 1 一 1/ko 过 1,zo 属于 左 端 . 
(2) 注意 下 述 推理 的 充分 必要 人 性: 
lima 一 a< 对 任意 的 te E N ,存在 no, 使 得 a € (4a, 一 Wosas + 
1/ko) (n 之 no), 即 
a €U MG — /kosar + 1/ko) 


天 三 1 n=m 


op oo 


(3) 这 个 集合 表示 式 初 看 起 来 有 点 “ 不 知 从 何 说 起 ”, 因 而 我 们 来 
谈 谈 它 的 构思 ,详细 证 明 留 给 读者 . 大 家 知道 , 若 f(z) 在 点 xo 不 收敛 
到 f(zo), 则 存在 o>0, 对 任 给 自然 数 &, 必 有 nn 之 ,使 得 

[f(z0) — f(x0)| 过 人 
也 就 是 说 , 若 令 
E,(e) = {zx: |f,(z) 一 f(z)| 之 6}, 

则 点 ze 是 属于 {E,(eo)} 中 之 无 穷 多 个 集合 的 , 即 是 ze 含 于 {Eleo)}) 的 
上 限 集 内 . 反之 ,对 任意 给 定 的 e>0,{E,(e)} 的 上 限 集 中 的 点 都 是 不 收 
但 点 . 总 之 ,这 些 上 限 集 在 对 6 求 并 集 后 可 构成 全 体 不 收敛 点 . 最 后 ,上 
述 之 e 又 可 由 一 列 {&) : sa>e>>…>>et>>… 一 0 来 代替 . 特别 当 取 ex 一 
1/k 时 ,就 得 到 DD 的 表示 式 . 

(4) 注意 ,收敛 列 就 是 Cauchy 列 . 

例 8 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 {f,(z)) 是 定义 在 R! 上 的 实 值 函数 列 , 则 


GD {zERi: limf,(z)>a}= SU U NN XER!: f.(7)>8); 


BSe m=1 n=m 


(iD {zx€ER': limf.(z)>0}= U 门 U {zER!: f(z)>1/k}. 


k=1 m=l n= 


(2) 设 {f,(z)} 是 定义 在 [a,5J 上 的 函数 列 ,EC[a,5] 且 有 
limf(z) = Xtasnhe(z), rE [a,b]. 


车 令 E.= |zE [Las]: 帮 .(z) 之 十), 则 limE.=[a,b]\E. 


证 明 (1) (D 记 瓦 = {x ERi; f(x) 之 B}. 若 zo 属于 左 端 ， 
即 imf.(zo) > a, 则 存在 B; >a, 以 及 no, 使 得 f(zo) 之 Bln 之 no)， 


即 zo € 门 E.4,zo 属 于 右 端 ;车 属于 右 端 , 即 存在 B: 8 之 a, 使 


m= nm 


得 zxo€ U 站 五 ,8. 这 说 明 存在 no,zo € Egln 之 no), 即 f(zo) 之 BCn 


弄 下 ] 开本 多 


之 mo). 从 而 有 mf(zo) 之 > “zu 属于 左 端 

(Gi) 车 ze 属于 右 端 , 则 存在 eeE N, 使 得 x。 属于 {Es,} 中 的 无 穷 
多 个 (Eu 一 {zER': 廊 (z)>1/io}，, 即 存在 {z), 使 得 刀 (zo)>>1/io， 
故 jimf,(zo) 之 1/ho>>0. 反 向 证 赂 . 

(2) 由 题 设 知 存在 极限 


， I\E, 
limf.(x) = 1,， zx€ [a,bl\ 


0, zxEE. 
因此 ,我 们 有 
limE, = [ab]\E, limE, = (a,5]\E. 
即 得 所 证 . 
1.1.2 集合 间 的 映射 集合 的 基数 
基本 内 容 
(一 ) 集合 间 的 映射 


定义 1 设 和 ,Y 为 两 个 非 空 集合 . 若 对 每 个 xEX, 均 存在 唯一 的 yEY 与 之 
对 应 , 则 称 这 个 对 应 为 映射 (变换 或 函数 ). 若 用 了 表示 这 种 对 应 , 则 记 为 
f: XY, 
并 称 了 是 从 和 到 了 的 一 个 映射 . 此 时 ,zeX 在 Y 中 的 对 应 元 y 称 为 在 映射 / 
下 的 (映像 ,z 称 为 y 的 一 个 原 像 ,我 们 记 为 >= F(z); 若 对 每 一 个 yEY, 均 有 
EX, 使 得 y=f(z), 则 称 此 f 为 从 义 到 Y 的 满 映射 ,或 称 为 从 XX 到 Y 上 的 映 
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射 
对 于 f: XY 以 及 ACX, 我 们 记 
f(A4) = {y€EY:7rE A,y= Ar))， 
并 称 f(4) 为 集合 4 在 映射 了 下 的 ( 映 ) 像 集 (F(C) 一 纪 ). 显然 ,我 们 有 下 列 简单 
事实 ; 


中川 避 4 }- Un 名 玫 A 
对 于 f; XY 以 及 BCY, 我 们 记 
/1(B8) = (z € Xs f(r) € B), 
并 称 /1(B) 为 B8 关 于 /的 原 像 集 . 显然 ,我 们 有 下 列 简单 事实 ， 
(GD 若 BCB:, 则 广 !(BDC 广 '(B:). (ii) bul Ua. ) = U "CB 
eE 了 了 a€El 


(iD /| NB = 门廊 "8 (iv) /1(BY= /1B)Y. 

ii 了 (0 Nf iv) 广 !(BD)=( 广 !(B)) 

定义 2 设 /:; X-Y. 若 当 zi,zzEX 且 zi 和 关 zz 时 ,有 
Cr) 天 zs)， 


即 X 中 不 同 元 有 不 同 的 像 时 , 则 称 了 是 从 和 到 Y 的 一 个 单 射 . 若 了 既是 单 射 又 是 
满 映射 , 则 称 了 为 于 到 YY 上 的 一 一 映射 .在 了 是 X 到 Y 上 的 一 一 映射 的 情况 下 ， 
对 Y 中 的 每 一 个 元 y, 就 有 X 中 的 唯一 元 r, 使 得 ?= /(z). 从 而 我 们 又 可 作 Y 到 
X 上 的 映射 
Eg:Y—X, g(y)=7, 

其 中 zx 由 关系 y 二 f(x) 确定, 并 称 g 为 了 的 递 映射 , 记 为 三 :. 于是, 当 了 为 和 到 了 
上 的 一 一 映射 时 ,我 们 就 说 在 多 与 Y 之 间 存 在 一 一 对 应 . ( 若 六 X 一 Y 是 单 射 , 则 
了 是 和 到 F(X) 的 一 一 映射 . ) 

定义 3 设 /: X--7,g:Y-W, 则 由 

h(z) = g[f(z)] (zr € X) 

定义 的 h: X 一 W 称 为 g 与 f 的 复合 映射 . 

集合 之 间 的 映射 不 仅 其 本 身 具有 实际 的 意义 ,而 且 是 研究 集合 结构 与 性 质 的 
有 效 手段 . 当 Y 是 R' 时 ,f: XY 一 般 称 为 函数 .特别 ,对 于 X 中 的 子 集 4, 我 们 
作 

1l,， rE€EA, 
Xa(z) = De 

且 称 Xa: X 一 R! 是 定义 在 X 上 的 4 的 特征 函数 . 

由 此 可 以 看 出 ,特征 函数 Xs 在 一 定 意 义 上 可 作为 4 本 身 的 代表 . 从 而 可 以 通 
过 对 它 的 研究 来 了 解 集合 本 身 , 例 如 4 闫 B 就 是 Xs 关 Xs, 而 4CB 与 Xa(z) 声 
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Xs(z) 是 等 价 的 等 等 . 显然 ,我 们 有 下 列 简单 事实 : 
0) Xaus(z) 一 XaCz) 十 Xs(z) 一 Xana(z). (ii) Xans(z) 一 XiCz)。Xa(z)， 
Gi) XaveCz) 一 XAaCz)[1 一 Xs(z). Civ) Xaas(z) 一 |Xa(z) 一 XeCz)|. 
定义 4 设 X 是 一 个 非 空 集合 ,由 义 的 一 切 子 集 (包括 儿 ,X 自身 ) 为 元 素 形 
成 的 集合 称 为 不 的 圳 集 , 记 为 到 (和 X). 
显然 ,下 列 等 式 成 立 : 
(iD PONPYI=PXNY). (ii) PAIUPI CPXUY). 


(二 ) 集合 的 基数 


定义 5 设 有 集合 4 与 B. 若 存在 一 个 从 4 到 B 上 的 一 一 映射 , 则 称 集合 4 
与 B 对 等 (也 就 是 说 可 以 把 4 与 8 的 全 部 元 素 通 过 映射 一 一 对 应 起 来 ), 记 为 A~ 
B. 

显然 ,对 等 关系 有 如 下 的 基本 性 质 ; 

0) 4~A. ( 襄 车 4~B, 则 B~4. 

(者 ) 若 4~B,B8~C, 则 4~C. 

引 理 (集合 在 映射 下 的 分 解 ) 若 有 /: XY,g: Y~X, 则 存在 分 解 

X=4U4-，Y=BUB-， 

其 中 /(4)=B,g(B8~)=A~ ,4N4~=@ 以 及 BNMB~=82. 

定理 1 (Cantor-Bernstein 定理 ) 若 集 合 久 与 Y 的 某 个 真子 集 对 等 ,了 与 不 
的 某 个 真子 集 对 等 , 则 X 一 Y. 

现在 让 我 们 来 描述 集合 的 基数 (或 势 ) 的 概念 . 设 4,B 是 两 个 集合 ,如 果 4 一 
有 ,那么 我 们 就 说 4 与 B 的 基数 (Cardinal number) 或 势 是 相同 的 , 记 为 有 =. 从 
而 可 见 , 凡 是 互相 对 等 的 一 切 集合 均 具 有 相同 的 基数 ,如 果 用 a 表示 这 一 相同 的 
基数 ,那么 =a 就 表示 4 属于 这 一 对 等 集合 族 . 对 于 两 个 集合 4 与 B, 记 A4=a， 
万 =p. 若 4 与 BB 的 一 个 子 集 对 等 , 则 称 a 不 大 于 B, 记 为 

aa 和 < 有. 
若 vc<8 且 " 夫 B, 则 称 “ 小 于 B( 或 B 大 于 a), 记 为 
a<Bp (或 B>a. 

显然 , 若 vc<8 目 p<a, 则 由 Cantor-Bernstein 定理 可 知 a=p. 

自然 数 集 N 的 基数 ， 可 列 集 

记 自 然 数 集 N 的 基数 为 No(K 读 作 阿 列 夫 (Aleph, 希 伯 莱 文 ). 若 集合 4 的 基 
数 为 Ro, 则 4 叫做 可 列 集 , 这 是 由 于 N= 二 {1,2,…,n,…}, 而 A~N, 故 可 将 4 中 元 
素 按 一 一 对 应 关系 以 自然 数 次 序 排 列 起 来 , 附 以 下 标 ,就 有 


有 = (alyazyaa ar}. 
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定理 2 任 一 无 限 集 匹 必 包含 一 个 可 列子 集 . 

定理 3 若 4.(n 一 1,2,…) 为 可 列 集 , 则 并 集 4 一 【 4, 也 是 可 列 集 . 

有 限 集 与 可 列 集 统称 为 可 数 集 或 至 多 可 列 集 . 

定理 4 设 4 是 无 限 集 且 其 基数 为 o. 车 B 是 至 多 可 列 集 , 则 4AUB 的 基数 仍 
为 a. 

定理 5 集合 4 为 无 限 集 的 充分 且 必 要 条 件 是 : 4 与 某 真子 集 对 等 . 

RI 的 基数 、 不 可 数 集 

定理 6 [0,1]= {z: 0<x<<1} 不 是 可 数 集 . 

我 们 称 (0,1] 的 基数 为 连续 基数 , 记 为 (或 1). 

定理 7 设 有 集合 列 {44}. 若 每 个 A 的 基数 都 是 连续 基数 , 则 其 并 集 | | 4 

k=1 

的 基数 是 连续 基数 . 

注意 ,通过 映射 f(z)= (zx 十 1)/2, 可 知 [一 1,1] 与 [0,1] 对 等 . 


定理 8( 无 最 大 基数 定理 ) 若 4 是 非 空 集合 , 则 4 与 其 备 集 F(A)( 由 4 的 
一 切 子 集 所 构成 的 集合 族 ) 不 对 等 . 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEC([0,1]), 则 不 存在 如 下 之 集合 分 解 : 
[0,1]-=AUB,ANB= 8%,f(4)CB, f/f(B)CA. 

(2) f: XY,g: Y>X. 若 对 任意 的 z€EX, 均 有 g[f(z)]==z, 则 
了 是 单 射 ,g 是 满 射 . 

(3) 设 f: X->Y. 则 对 任意 的 BCY, 均 有 FL 广 !(B)]=- 忆 的 充分 
必要 条 件 是 : Y= 了 (X)( 满 射 ). 

(4) 设 f: X 一 Y 是 满 射 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(iD f 是 一 一 映射 ; 

Gi) 对 任意 的 EE1,EsCX, 均 有 (ENE,)=f 了 (ED 站 f(E,); 

Giii) 对 任意 的 E1,ECX,E 站 Es 二 BG, 均 有 (EN 了 (Es)=Y; 

(iv) 对 任意 的 ECEsCX, 均 有 f(Es\E1)==f(E2)\f(E). 

证 明 (1) 依 题 设 易 知 A 关 B,B 关 名 , 且 方 程 f(z)==z 是 无 解 的 
(否则 ,车 z€E 4, 则 又 有 z=f(z)EB; 若 zE B, 则 又 有 z=f(z)E A. 这 
均 导 致 矛盾 ). 从 而 知 f(z)>z 或 f(z)<z: 在 前 者 则 与 A(1) 入 1 矛 
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盾 ;在 后 者 则 与 /(0) 宕 0 矛盾 .证 毕 . 

(2) 对 任意 的 xzEX, 有 g[f(zx)]=z. 即 存 在 y=f(z)EY, 使 得 
g(y) 二 z. 这 说 明 g 是 满 射 .此 外 , 若 有 Zz1,z,EXX, 使 得 f(zx1)==f(z2)， 
则 由 z=g[f(z1)]=g[f(zz)]=zz 可 知 ,f 是 单 射 . 

(3) 必要 性 . 假定 对 任意 的 BCY, 均 有 f[f"'(B)]=B, 则 取 B= 
Y, 我 们 有 f[ 广 !(Y)]=Y, 即 f 是 满 射 . 

充分 性 . 假定 了 =f(X). 若 存 在 BCY ,使 得 拒 广 :(Bo)] 天 Bo 则 
存在 yoE Bo, 使 得 对 任意 的 ZEX, 均 有 f(z) 关 yo. 这 说 明 f 不 是 满 射 ， 
矛盾 .证 毕 ， 

(4) (iD 之 (ii). 只 需 指出 (Ei 由 Es) 刁 (EW) 站 f (Es): 假定 
23EXCEDm7CE:)， 即 存在 ziE E1,z2€ Es, 使 得 f(z1) 二 y= 二 f(zz). 由 
于 了 是 一 一 映射 , 故 有 == 二 Tz2E 作 Es, 且 有 f(z)=y. 即 
yE FE NE,). 

(ii 一 (iii)， 由 瑟 间 Es= 多 可知,f(ENE,)= 儿 .证 毕 . 

(iii) 之 (iv)， 因 为 En (Es\E1)== 多 ,所 以 根据 ( 道 ) 可 知 ， 
FED 站 CENED) 一 艺 , 这 说 明 f(Es\E1)=f(E,)\f(E1). 

(Civ) 之 (iD). 反 证 法 : 着 有 ,zs€EX 且 z 关 7T2, 使 得 f(z1)==f (zi) 
二 y€Y, 则 令 E={z1),Es= {ziyzz) ,由 (iv) 知 y=f(zz)E€f(EN\E) 
一 (CE:)NF(CED) 一 苛 .这 一 矛盾 说 明了 是 一 一 映射 . 

例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 4AC4,BICB:, 且 了 4 一 Big: As 一 Bi 均 为 一 一 上 映射， 
则 A:\Al 与 B\B! 之 间 不 一 定 存在 一 一 映射 . 

(2) 设 f: XX, 目 令 fi(z)=f(z),fo(z)=f[f Cz)] ,fn(7) 
三 [fn-1(z)],…, 车 存在 no, 使 得 f(z) 二 zx, 则 f 是 一 一 映射 . 

(3) 设 I=(0,1],a€ 《0,1), 且 定义 

z 十 (1 一 a)，0<z 委 a， 
A 工 一 Qy a<z 和 二 1， 
又 对 任意 的 区 间 JC7, 记 
DC) 一 J，y2(Jy) =JLFCTD)]，…， 
FO FY 
则 存在 no, 使 得 f** C7) 几 J 关 2. 


证 明 (1) 举例 如 下 : 
Ai={2,3,4,"}, B= {3,4,5,"}, A,= B;=N, 

则 A1~Bi,hs~Bz, 但 A\A1={1} ,Ba\B1={1,2). 

(2) 车 zi,z2€EX, 使 得 f(z1)=f(z2) 二 yEY, 则 

flf z= fy) = flf lz2)], 

即 fCz1) 二 《x2). 从 而 知 ==z2, 即 是 一 一 映射 . 

(3) 反 证 法 . 假定 存在 区 间 .J/。CT, 使 得 对 任意 的 mn, 均 有 
f(D)NJo= 儿 , 则 有 

Joeyon mo = II N= "(= Y. 

因此 集合 列 {f"”(J。)) 均 互 不 相交 . 另 一 方面 , 若 记 J 的 长 度 为 d, 则 
Jf"(Jo) 是 长 为 4 的 一 些 区 间 之 并 集 且 含 于 了 .这 又 说 明 {f"(Jo)} 不 可 
能 互 不 相交 ,矛盾 , 即 得 所 证 . 

例 3 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) (一 1,1) 一 Ri; (2) [一 1,1] 一 R'; (3) NXN~N. 

证 明 (1) f(z)=z/(1 一 z?) 是 (一 1,1) 与 Ri! 之 间 的 一 一 映射 . 

(2) 由 (1) 以 及 (一 1,1)C[ 一 1,1]CR', 故 根据 Cantor-Bernstein 
定理 即 得 所 证 . 

(3) 例如 存在 一 一 映射 了 : 

JG 1) 一 222 一 1)，G7)ENXN， 
这 是 因为 任 一 自然 数 均 可 唯一 地 表示 为 : 
nn 二 2?。g (zp 非 负 整 数 ,q 正 奇数 )， 
而 对 非 负 整数 p, 正 奇数 9, 又 有 唯一 的 i,jEN 使 得 
p=i—1, gq=2i—1. 

例 4 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 D={(z,y); zx: 十 yy 二 1}(D 是 平面 上 的 单位 圆 盘 ) , 则 不 存 
在 如 下 的 集合 分 解 : 

D=AUB，ANMB= 儿 ， 有 A 与 8 可 合同 . 

(合同 是 指 经 平移 与 旋转 后 可 使 两 点 集合 相同 . ) 

(2) X 是 无 限 集 , 且 f: X 一 XX, 则 存在 ECX 且 有 EB,E 隐 XX， 
使 得 f(E)CE. 
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(3) (单调 映射 的 不 动 点 ) 设 X 是 一 个 非 空 集合 , 且 有 
f: 多 (X) 一 儿 (X). 若 对 多 (X) 中 满足 4CB 的 任意 4,B, 必 有 f(A4) 
Cf(B), 则 存在 TC(X), 使 得 f(T)=T. 

(4) 试 证 明 不 存在 如 下 之 集合 族 了 : 对 任 一 集合 已 ,有 下 中 的 元 
4, 使 得 A~E. 

证 明 (1) 反 证 法 . 假定 分 解 存在 ,不 妨 设 原点 OE 4, 且 在 B 中 
的 对 应 点 为 0" ,又 记 r,s 为 D 中 与 O00 垂直 的 直径 的 两 个 端点 . 因为 
对 任 一 点 aE4, 其 绝对 值 ( 即 点 a 与 点 O 的 距离 )|a| 委 1, 所 以 对 任 一 
点 4€B, 均 有 |O" 一 b| 过 1( 合 同 变 换 保 距 ). 显然 有 

I0*—rl=|0'—sl>1, 
这 说 明 msE4. 而 | 一 一 人 | 一 | 一 5| 一 2, 故 一 ,5 是 万 的 另 一 条 直径 
的 端点 , 又 由 于 10 "一 一 |=10 一 r|=1, 故 知 0" 必 是 该 直径 的 中 心 .从 
而 有 O=O" ,但 这 与 4 门 B=G 蔬 盾 . 证 毕 . 

(2) 对 任意 的 a€X, 由 f(a)€EX 可 知 ,fi(a)=f[f(a)JEX. 从 
而 得 X 中 一 列 元 : a,f (a) ,fi(a)，… ,f(a),…. 

(i) 车 对 任意 的 n,f,(a) 关 a, 则 令 

A= {f(a),f(a),, f(a), ee), 
显然 4 关 避 ,ACX\{a}. 即 4 天 X, 且 有 
f(A4)= {fa(a), Fa) CQ) C4. 
(ii) 若 存在 no, 使 得 f(a)=a, 则 令 
A= {a,f(a),fsla) ,fi(a))}, 
显然 4 关节 ,4 天 和 而 1(4)=={f(a) ,fi(a),…,f,(a)}==A. 证 毕 . 
(3) 作 和 集合 S,T: 
S= {4: 4E PX) ACA)), 
T= Uace ZX)), 
AE€E 


则 有 f(T)=T. 
事实 上 ,因为 由 AES 可 知 4Cf(4). 从 而 由 ACT 可 得 f(A4)CC 
了 f(T). 根据 4ES 推出 ACf(T), 这 就 导致 
UaAcfTD, TCfT). 
AES 
另 一 方面 ,又 从 TCfOT) 可 知 f(T)Cf[f(T)J, 这 说 明 f(T)€ 
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5, 我 们 又 有 f(T)CT, 由 此 推出 结论 . 

(4) 注意 竹 集 的 思想 . 

例 5 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 车 对 <e, 了 <e, 则 XYS<e. 

(2) 设 匀 XX~X( 非 空 集 ). 若 了 <X, 则 XUY~X. 

(3) 记 由 0,1 两 个 数字 组 成 的 数列 之 全 体 为 已 , 则 可 作 五 与 自然 
数 N 的 矫 集 多 (N) 间 的 一 一 映射 . 

证 明 (1) 不 妨 假定 X= 了 Y= 多 (N)，, 并 定义 

9p: N>N,9n)=2n; yY: N>N,y(n)=2n—1, 
再 作 f: 2(N)XZ(N) 一 P(N) 如 下 : 
f((A,B)) = A) UYB) (AE DN),BE DN)), 

易 知 f 是 一 一 映射 ， 

(2) 易 知 X 是 无 限 集 . 由 题 设 知 ,存在 f: Y 一 X. 现在 对 X 中 的 元 
a,b,a 关 b，, 作 映射 g: XUY->XXX 如 下 : 

XEX, g(rz) = (rz,a); yEY\X, g(y) = (f(y),0), 

易 知 g 是 内 射 . 再 根据 Cantor-Bernstein 定理 即 可 得 证 . 

(3) 作 映 射 f; 多 (N) 一 E 如 下 : 若 ACN, 则 令 f(4)= {x， 
Ta) 其 中 mr=10E4)3z= 一 0OE4). 易 知 了 是 一 一 映射 . 

例 6 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 有 理 数 集 Q 是 可 列 集 . 

(2) 全 体 正 有 理 数 集 Q+ 可 排列 为 {7,) ,使 得 limr'“ 一 1， 


(3) 存在 排列 Q= {7,) ,使 得 RN\ U ral/nsrat1/n)#Y. 
n=l 


(4) 正 有 理 数 集 Q+ 有 排列 {7}: 

n=p+gqlg+1)/2 (p=0,1,2,%,g = 1,2,",p < 9), 
使 得 用 长 为 1/2* 的 区 间 覆 盖 住 x;, 则 全 部 区 间 总 长 度 等 于 1, 但 覆盖 不 
住 点 zo=~ 2 /2. 

证 明 (1) 只 需 指出 正 有 理 数 集 Q+ = {p/q) 为 可 列 集 即 可 ,其 中 
,9 都 为 正 整数 . 而 将 后 者 Q+ 中 的 元 素 看 成 序 对 (p,q) 就 可 应 用 上 述 
定理 3. 

(2) 作 排 列 {r,} 如 下 : 
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1 1 1 2 
1,2'2,3,3， 4，3， 3 ,4,5, 


(其 中 只 保留 可 约 化 的 最 简 式 ) ,其 方法 如 


1 1 
5 


pe 
有 图 所 示 . 易 知 第 m 行 的 每 个 数 都 不 大 于 2 0 
,第 m 列 的 每 个 数 都 不 小 于 1/m. . 机 
车 x, 位 于 图 中 的 第 i 行 行 第 j 列 ,自然 ” 闻 Ee 
i i a 
有 ce 3 4 53 
jn, i<n. 5 。 ， 
从 而 可 知 
lic,<i<n 
nj 
这 就 导致 
a 
(1) < <w, 
n 
即 得 所 证 . 


(3) 作 数 集 4 二 N\{n?; n==2,3,…} 会 {a) ,其 中 <asri, 并 选 4 
EQ(k=1,2,…), 使 得 |4 一 1| 过 1/as. 现在 再 将 Q\{t} 中 的 数 排列 为 
{sm) ,我 们 令 

四 (ry nEAh, 
“依次 取 为 4，n€ 4 
(如 庆 =h ,72 二 tay73 二 74 二 51，…), 因为 有 
UG mnt 1/n) Cr—1,2], 1+ 242/ < rz/3， 
n€ 


n€EA 
所 以 命题 得 证 . 
(4) 反 证 法 . 假定 存在 如 题 设 之 p,q, 使 得 


Mi-1 1 
|£ -|< 3 dr < rd 
但 V2 是 无 理 数 , 故 p*12 一 (q/p)*| 之 1,12p* 一 q*| 之 1. 因此 可 得 
2|_1(p/q) —1/2| _ |2p:—g| 
2 (pg 十 V2/2) 2pg+gMV2 
1 
> 让 > J 
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这 一 矛盾 导致 结论 得 证 . 
例 7 试 求 下 列 集合 EE 的 基数 : 
(1) 设 巨 是 公差 为 自然 数 的 等 差 自然 数 子 列 的 全 体 . 
(2) 设 巨 是 R! 中 互 不 相交 的 开 区 间 族 . 
(3) 设 平面 上 的 直线 族 E={3y 一 2z=5: zxEQ,>EQ). 
(4) 设 EC(0,1], 且 满足 : 由 巨 中 不 同 的 数组 成 之 级 数 必 收 敛 . 
解 (1) 注意 , 首 项 为 no 的 一 切 等 差 自然 数列 是 可 列 的 . 
(2) 从 每 个 开 区 间 中 取 一 个 有 理 数 , 即 知 EE 是 可 数 集 . 
(3) 已 是 可 列 集 . 
(4) 作 数 集 EE, 二 {rE (0,1]: zx 之 1/n), 易 知 E. 是 有 限 集 . 进一步 


由 E= Us, 即 知 瑟 是 可 数 集 , 


例 8 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 ECR: 是 可 数 集 , 则 对 任意 的 d>>0, 存 在 zeER:, 使 得 
{t=t+nd:n=1,2,…}NE= 8. 

(2) 设 E 是 二 维 欧 氏 空 间 R? 中 的 点 集 , 且 EE 中 任意 两 点 的 距离 
都 是 有 理 数 , 则 E 是 可 数 集 . 

(3) 设 无 是 平面 R: 中 的 正 格 点 集 ( 即 (m,n): m,nEN), 则 存在 互 
不 相交 的 集合 4 与 B, 使 得 E=AUB, 且 任 一 平行 于 zx 轴 的 直线 交 4 
至 多 是 有 限 个 点 , 任 一 平行 于 y 轴 的 直线 交 B 至 多 是 有 限 个 点 . 

(4) 不 存在 集合 已 ,使 得 其 赛 集 多 (E) 为 可 列 集 . 

证 明 (1) 令 玖 = {zi) ,并 作 和 集合 Ei 二 {zi 一 nd: nEN}, 易 知 


UU 是 可 列 集 , 且 七 (jE (否则 有 中 点 x 一 n.d 二 to) 
k=] k=1 


(2) 记 正 有 理 数 集 Q+ = {~}, 且 取 巨 中 两 个 不 同 点 已 ,P:, 作 两 族 
可 列 个 圆 : (BCPir)} (BCP2r)}，, 易 知 五 中 任意 的 点 均 在 某 两 个 圆 
BCPru),B(CParos) 的 交点 处 . 注意 到 两 个 不 同 圆 的 交点 至 多 有 两 
个 ,由 此 即 得 所 证 . 

(3) 令 4= ({(mm): m 过 n},B= 二 {lm,n): m 之 n} 即 可 得 证 . 

(4) 注意 到 有 限 集 的 笑 集 是 有 限 集 ,而 可 列 集 的 宕 集 之 基数 为 c. 

例 9 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 匹 是 无 限 集 , 试 作 五 中 可 列 集 e, 使 得 ENe 一 匹 
(2) 设 巨 是 可 列 集 , 则 五 中 存在 可 列 个 互 不 相交 的 真子 集 . 
(3) 设 已 CRL. 若 对 任意 的 zEE, 均 存在 S>0, 使 得 区 间 (z 一 6， 
T) 与 (z,z 十 6) 中 有 一 个 不 含 巨 的 点 , 则 巨 是 可 数 集 . 
(4) 设 ECR! 是 可 列 集 , 则 存在 z,ER', 使 得 EN (E+ {zo})=2 
(4 十 B 一 {z 十 y: x€E A,y€E B}). 
证 明 (1) 取 互 中 可 列 个 元 : {z》, 则 {zo} 一 (zam). 从 而 令 e= 
{zo), 就 有 玖 Ne 一 巨 . 
(2) 记 E= {zx,} ,并 作 集 合 : 
El ={zx,: n= 2(2m — 1),m € N}, 
E,={zx: n= 2:(2m — 1),m € N}, 


E, ={zxn: n= 2:(2m— 1),m € N}, 


则 {E4} 互 不 相交 . 这 是 因为 如 果 存 在 和 二 k, 使 得 Ei 门 Ei 关 名 ,那么 
就 有 
2 (2m 一 1) = 2%(2m2 一 1)， 2 (2m 一 1) = 2m— 1. 
注意 到 上 式 右 端 是 奇数 ,所 以 这 是 不 可 能 成 立 的 等 式 . 
(3) 对 n= 二 1,2,…， 我 们 作 数 集 如 下 : 
E+ = {rz€E:EN(zrr+1/n) = 2},. 
E. = {rE€E:ENM(zr— 1/n,7)= Y)}. 
若 zuzsE 本 , 则 (zz 十 1/z) 与 (zzyzz 十 1/n) 不 相交 . 从 而 可 知 EE 
是 可 数 集 , 同 理 可 证 E， 是 可 数 集 . 
(4) 让 我 们 看 一 下 , 当 集 合 EE 与 EE 二 {zo} 的 交集 不 是 空 集 时 是 一 
种 什么 样 的 情景 . 此 时 , 必 有 x' ,zx”EE, 使 得 zx' 与 xz" 十 zo 是 同一 个 点 
ZI 二 7 十 Zo， 或 xz 一 z= zo 
难道 R! 中 的 任 一 点 都 是 中 某 两 个 点 的 差 ,这 是 不 可 能 的 . 
实际 上 , 令 = {7,) ,并 作 点 集 4: 
4 一 {r 一 ro: 天 办 ). 
因为 A 是 可 列 集 , 所 以 存在 R' 中 点 ze, 满足 
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To 天 关 一 mr nm; n,m = 1,2,.). 

即 一 闪 r" 十 zo, 即 得 所 证 . 

例 10 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 有 集合 族 T= (4CN: 和 一 十 co} 

(i) 试 证 明 『 是 可 列 集 . 

(ii) 试 作 映 射 f: [~~N ,使 得 

f(A)EIB) (ACBEDN. 

(2) 试 作 映 射 f: R' 一 (N), 使 得 当 a,5E R! 有 上 且 a<6b 时 , 必 有 
f(a) 是 f(4) 的 真子 集 . 

(3) 车 f: Ri-~>[0,co) 是 一 一 映射 , 则 f(z) 在 R: 上 有 无 穷 多 个 间 
断 点 . 

解 (1) (i) 证 略 . (ii) 作 忆 =(4ET: 4 中 最 大 数 为 n}, 则 到 ,= 
2”. 定义 pg: T->N 如 下 : 

HG) = GG; HA)=2 +9ANn)) (AEE,), 

从 而 令 一? 十 1 即 可 . 

(2) 令 p: Q-~>N 是 一 一 映射 , 且 对 任意 的 BS 了 ECQ,YXE) 非 空 . 现 
在 作 f 如 下 : 

fla) = HAE,), E.= {rE€EQ:ir<a}, a€ER!', 

即 可 得 证 ， 

(3) (i) 假定 /ECCR'), 则 易 知 f(z) 是 严格 单调 函数 ,不 妨 设 
了 f(z) 递增 , 此 时 车 有 f(zo) = 二 0, 则 

f(z)>0 (rr>zr); f(r) <0 (rz< zo). 

这 与 R( 有 )==[0,co) 牙 盾 , 因 此 f(z) 不 是 连续 函数 . 

(ii) 假定 f(z) 只 有 有 限 个 间断 点 ; ri<zs<…<zw 则 f(x) 在 区 
间 ( 一 co,zb ,Criyz),…,(z ivzo) 上 严格 单调 .由 此 知 位 于 Y 轴 上 开 
区 间 组 

f((— coyzi))， fT 72)) ,fT 1 Ta)) 

是 不 相交 的 . 从 而 点 集 


二 呈 坟 
[oeo rc = Urduaso) U for,, + 
k=1 


是 十 1 个 点 ; 另 一 方面 ,点 集 
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BY, 
RN CG oz) UU Grrr) U Cz, + 00)| 
k=1 


中 的 点 仅 为 rz, rz,…，,zs, 这 与 题 设 矛盾 . 因此 ,f(z) 必 有 无 穷 多 个 间 
断 点 . 
例 11 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(x) 定义 在 [a,5] 上 , 则 f(z) 的 严格 极 大 值 点 是 可 数 的 . 
(2) 设 f(z) 在 Ri! 上 满足 ; 对 任意 的 zo€ R:, 存 在 9 之 0, 使 得 
f(z) 之 f(zo) (|z 一 zo|<6), 则 值 域 RCf) 是 可 数 集 . 
(3) 设 f(z) 定 义 在 (a,5b) 上 , 则 其 第 一 类 间断 点 是 可 数 的 . 
(4) 设 f(z) 定 义 在 RL 上 , 则 点 集 EE={zER'; limf(1)= 十 oo) 是 
可 数 集 . 
证 明 (1) 对 9>0, 作 点 集 
Es= {t € [a,6]; f(0) > fz), ze[ 一 6 十 SN 人 )， 
下 面 指 出 Es 是 有 限 集 .反之 ,假定 z 是 Es 的 极限 点 ,并 对 7<6/2, 取 
Bs 门 [to 一 7,to 十 9] 中 的 点 直 ,2?,t' 关 1", 则 有 
fa > (WK +O, 
fa > GO) dK. 
但 这 是 不 能 成 立 的 ,这 说 明 Es 是 有 限 集 . 现在 作 递减 正 数列 8 二 0z> 


>8v>… ,lim6, 一 0, 则 [| Es 是 可 数 集 .证 毕 . 
em nl 


(2) 对 任 一 yE R(f), 存 在 z€ER!,f(z)=y. 依 题 设 可 知 ,存在 6 
>0, 使 得 y 是 区 间 [zx 一 6,z 十 6] 上 f(z) 的 最 小 值 . 我 们 取 有 理 点 x'， 
1; X 一 6<r +<r"<r 十 6, 且 令 函 数值 y 与 有 理 端点 区 间 《r',r”) 对 
应 ,因为 y 是 (x,r") 上 函数 f(z) 的 最 小 值 ,所 以 这 种 对 应 是 一 一 的 ,而 
全 体 有 理 端点 的 区 间 是 可 数 的 . 

(3) 作 点 集 如 下 :f(z 十 0) 会 lim f(z)) 

El= {rz€(ab);: f(r+0)> fr)}, 
E,= {zx€ (a,b): f(z+ 0) <fz)), 
Ey= {rz€ (a,b);: f(r — 0)> f(z))}, 
E= {rE€ (a,b): f(r—0)<fz)}, 
这 些 都 是 可 数 集 . 以 Ei 为 例证 明 此 结论 .对 zxEE, 取 e>>0 以 及 1,L 
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满足 

fl <i<L<fzrtD), fO)>L (<ti<rte), 
并 作 和 矩形 1.= (z,z 十 e) X (1,), 易 知 

INI= 2 (rx,y € Ez »). 

从 而 只 需 在 1; 中 取 有 理 数 为 坐标 的 点 , 即 可 证 得 . 

(4) 考查 (x) 二 arctanf(z). 

例 12 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 定 义 在 Ri! 上 ,上 且 记 Di(f),Dr(f) 各 是 f(z) 的 左 不 连 
续 点 集 与 右 不 连续 点 集 . 若 其 中 之 一 是 可 数 集 , 则 另 一 点 集 也 是 . 

(2) 设 EI,E; 是 [0,1] 中 两 个 互 不 相交 的 可 列 集 , 则 存在 [0,1] 上 
的 函数 f(x), 使 得 f(z) 在 已 上 左 连续 ,在 E, 上 右 连 续 , 而 在 其 他 点 
上 连续 . 

证 明 (1) 不 妨 设 Da( 放 是 可 数 集 , 并 记 ws(z) 为 f(x) 在 点 z+ 处 
的 振幅 , 又 作 点 集 


E:= {z€ DD: wz)>1k), DD=UE. 
k= 


现在 假定 Dr (.P) 不 可 数 , 则 存在 Ei 为 不 可 数 集 . 由 此 又 知 E= Ei 
Da( 放 是 不 可 数 集 . 取 roE 巨 ,使 得 (zoyzo 十 6) 门 无 夭 杂 (任意 9>0). 从 
而 有 {x}CE, 使 得 z,>zo 且 zx, 一 zoln 一 oo). 因 此 存在 xz ,zs, 使 得 
zo< 一 忆 二 zy Ee 

|f(z') — f(z")| 之 1/2ko. 
注意 到 f(z) 在 ze 处 右 连续 , 故 令 n->oo 可 得 0 之 1/2ko. 这 一 矛盾 说 明 
Di( 几 是 可 数 集 . 

(2) 作 函 数 
0,，I0, 0, zrz<0, 


= )= 
2) be rz>0, $s 1，z 宕 0， 


且 令 f(z)= > [wz 一 mm 一 %z 一 %)]/2 ,其 中 mEEsEEo(n 一 1， 
n=l1 
2，)， 
例 13 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) R' 上 单调 函数 的 不 连续 点 全 体 为 可 数 集 . 
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(2) 若 f(z) 是 RR! 的 实 值 函数 , 则 集合 
{zE R'; f(z) 在 zz 点 不 连续 但 右 极限 f(z 十 0) 存在 (有 限 )} 
是 可 数 集 . 
(3) 存在 R: 上 的 递增 函数 f(z), 它 在 无 理 点 处 连续 ,而 在 有 理 点 
上 间断 . 
(4) 设 f(z) 为 (a,5) 上 的 实 值 函 数 , 则 集合 
{zx € (a,b): 有 导数 用 (zx) 以 及 左 导数 f(z) 存在 而 不 相等 } 
为 可 数 集 . 
(5) 定义 在 (a,6) 上 的 (下 ) 凸 函数 在 至 多 除 一 可 列 集 外 的 点 上 都 
是 可 微 的 . 
证 明 (1) 以 单调 上 升 函数 f(z) 为 例 : 若 zo 为 f(x) 的 不 连续 
点 , 则 有 
jzo 一 0) = lim f(z) < lim f(z) = f(zo 十 0). 
因此 ,zo 就 对 应 着 一 个 开 区 间 (f (zo 一 0),f (zo 十 0)). 显然 ,对 于 两 个 
不 同 的 不 连续 点 zi 及 z2, 区 间 (f(z1 一 0),f(zi 十 0)) 与 (f(z 一 0)， 
了 (zs 十 0)) 是 互 不 相交 的 , 故 只 需 看 实 轴 上 互 不 相交 的 开 区 间 族 ,后 者 
是 可 数 集 . 
(2) 令 
S = (zeER: Frz 十 0) 存 在 (有 限 )}. 
对 每 个 自然 数 , 作 
E, = (zeER: 存 在 >0, 当 zzc(z 一 0z 十 9) 时 ， 
有 | Foz) f(z)) < 1/n}. 


显然, 门 E, 是 f(z) 的 连续 点 集 ,从 而 只 需 指出 SNE,(n 一 1,2,…:) 是 可 
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数 集 即 可 . 
取 定 任意 一 个 ”并 设 z€E 5S\E,, 则 存在 6 二 0, 使 得 
f(z) — f(z + 01 < rE (rrt+). 
从 而 当 z' ,z"E (z,z 十 8) 时 ,就 有 |f(z) 一 f(z") | 过 1/n. 
这 说 明 (z,z 十 6)CE,. 也 就 是 说 S\E, 中 每 一 个 点 z 是 某 个 开 区 
间 I=(zx,z 十 6) 的 左 端 点 ,上 且 I 与 S\E, 不 相交 .因此 当 mi,zzESNE5。 
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且 xz 闫 zz 时 ,我 们 得 到 Tim 一 纪 . 于 是 区 间 族 {T-: zxESNE,)} 是 可 
数 的 , 即 SNE, 是 可 数 集 . 
上 述 这 些 例子 表明 ,通过 集合 的 基数 概念 可 使 我 们 把 握 研 究 对 象 
的 某 种 数量 属性 . 
(3) 记 (a,6) 中 有 理 数 全 体 为 {r,} ,并 作 
BC <+%, C>0 (n=1,2,.), 


n=1 


现在 定义 (a,b) 上 的 函数 
f(r) = 之 C， ( 即 对 x 过 zz 的 指标 nn 求 和 )， 
易 知 f(z) 递 增 , 且 有 
flrst)— fr —)=C, (n= 1,2,..). 
(4) 令 
A= {xz€(aD): fr) < (7)), 
B= {x €(ab): f(z) > f(z))}. 
只 需 证 明 4,B 为 可 数 集 即 可 . 以 4 为 例 . 对 任意 的 xE 4, 选 有 理 数 
ra 使 得 所 (z)<r: 达 f(z). 再 选 有 理 数 sz 及: 
a<s 一 ti 一 5， 


使 得 0 二 4 > 5z<y<Zz， 
以 及 A 0 ZX<y<t:, 


一 于 
合并 得 f(y)—f(r)<r(y—7), 
其 中 y 关 zx 且 5 过 y<ii. 因此 ,对 应 规则 zx 一 (rz,sz,t:) 是 从 A 到 Q’= 
QXxQxQ 的 一 个 映射 ,而 且 是 一 个 单 射 . 这 是 因为 车 有 zi,zzE4, 使 


ra 


WE ey ee a a 
则 (sse ) 一 (syts) 且 均 含 xz) 及 zz, 于 是 同时 有 : 
f(z2) — fz) <ra lz 一 Zi)， 
fz) — f(x2) < rsx — x2), 
而 "一 re， 故 得 矛盾 . 这 说 明 4 与 Q@ 之 一 子 集 对 等 ,而 Q 的 基数 是 
No, 即 知 4 为 可 数 集 . 
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(5) 所 谓 (a,6) 上 的 (下 ) 凸 函数 f(z), 是 措 对 (a,5) 中 任意 两 点 
ziyzzyZI<zazy 均 有 


Faz) < (zz 一 Z)7Czi) 十 (人工 一 z) fz) i 


和 
将 上 式 进 行 变换 ,有 
f(x) — f(x) < fz2) 一 f(z) 


= 2 一 工 


此 外 对 2z<zo< za 我 们 有 
{22) — f(z) < za ~ fz) 
et 2 一 并 
这 说 明 存 在 右 导数 ， 
lim 
类 似 地 可 知 左 导数 广 (z) 存 在 , 且 有 
—oo<f (Sf). 
从 而 可 得 结论 : (a,5) 上 的 (下 ) 凸 函数 在 至 多 除 一 可 数 点 集 外 都 是 可 
微 的 ， 
例 14 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEC([a,6b]),ECLa,6b] 是 可 数 集 .车 有 f(x) 
0CxE[La,6b]\E), 则 f(z) 是 严格 递增 的 . 
(2) 设 f(z)(n==1,2,…) 是 Ri 上 的 递增 函数 .车 存在 M>0, 使 
得 |f,(z)1<M(nEN,zER'), 则 存在 R! 上 的 函数 f(z) 以 及 {n4) ,使 
得 limf(z)=f(x)(zER'). 
(3) 设 fEC([a,6])),DC[La,6] 是 可 数 集 ,车 对 任意 的 zxE [a,6)\ 
DD, 均 存在 68>0, 使 得 (>F(z)(z<t<z 十 9), 则 Cr) 是 严格 递增 
函数 . 
证 明 (1) 只 需 指出 f(x) 是 递增 的 即 可 . 若 不 然 , 则 有 as 委 zi<z: 
二 b, 使 得 Fz)<7(zi). 选 取 函 数值 yo: f(z)<yo< 7GzD ,并 作 点 集 
o= {XE€E [zi, x2]: f(r)= yo} ;由 于 Ff 的 连续 性 ,可 知 Ao 中 必 有 最 大 
数值 的 点 ,不 妨 记 为 zo. 因为 zo 二 x2, 上 且 在 (xo, zz] 上 ,有 
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fz) — f(x) 


’ 
2 一 工 


= 站 (rz) < 十 co， 


f(x) 过 yo 二 f(zo) ,所 以 得 到 
f(z) ~ f(xo) 
en 

导致 矛盾 , 即 得 所 证 . 

(2) QD 记 Q={7.), 则 由 |f,4m)1M 可 知 ,存在 子 列 {f, (7r1)}， 
使 得 {m1)) 收 敛 . 对 7，, 从 {f(rz)} 中 再 抽 子 列 ,使 得 {f(r2)} 收 敛 . 
依次 继续 抽 下 去 ,可 得 子 列 ( 不 妨 仍 记 为 ){f,,(z)}), 它 在 Q 上 收敛 , 且 
记 在 Q 上 的 极限 函数 为 f, 易 知 了 在 Q 上 是 递增 函数 . 现在 令 

F(z) = 一 sup(fr):rEQr 生 zi)，zERL 

显然 ,此 f(z) 在 R' 上 递增 . 

(iD 车 zo 是 f(x) 的 连续 点 , 则 选取 p,,g,(nEN): 

prq EQ, pr < Zo gn, limp 一 zo 一 limg,. 
因为 fCpn) 志 f(zo)f,,(q,), 令 hk->oo 可 得 
fpr) < limf, (zo) < limf,, (zo) < fq,). 
再 令 nx~*co, 又 知 
flzo ~ 0) < limf,, (zo) < limf,, (zo) < f(zo 十 0)， 
而 f(xo 一 0)==f(zxo 十 0), 所 以 有 
limf,, (zo) = f(z0). 

(ii) 注意 到 单调 函数 f(zx) 的 不 连续 点 是 可 数 的 , 记 为 {t,} , 则 采用 
上 述 在 Q 上 取 子 列 同样 的 方法 ,还 可 从 {f(x)} 再 抽 子 列 , 使 该 子 列 
在 {&4} 上 收敛 ,而 这 一 子 列 当然 仍 在 /(z) 的 连续 点 上 是 收敛 的 .证 毕 . 

(3) 反 证 法 . 假定 存在 c,d: ae 委 c<d 入 ,使 得 Fec)>Fd). 则 对 任 
意 的 上: f(c) 之 之 f(q), 在 [c,d) 上 均 存 在 f(z) 的 最 大 值 点 zx: 
f(z 之 t. 我 们 有 不 可 数 个 点 zx: rm<z<d, 使 得 f(x) 过 f(x,), 这 与 题 
设 矛盾 , 故 f(z) 是 递增 函数 . 

此 外 , 令 e€E[c,d)\D, 有 65>0, 使 得 

xz€lee t+) Nled), flO)OSfle) < Hz) < fa). 

即 f(z) 是 严格 递增 的 . 

例 15 试 证 明 下 列 问题 : 

(1) 试 作 开 圆 { (zx,y): zx 十 y 过 1) 与 团圆 各 {x,y): x 十 y 全 1} 
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<0, f(r)<0. 


之 间 的 一 一 对 应 , 
(2) (D 存在 N 中 某 子 集 族 [满足 
F= <， 了 有 5<+c< (4,B6eD. 
(iD 存在 N 中 某 子 集 族 T 满足 下 一 <, 且 满足 ， 
对 任意 的 :>0, 任 意 的 4,BET ,不 等 式 
la 一 5| 二 t 只 对 有 限 多 个 a€ A,5E B 成立， 
Giii) 存在 N 中 某 子 集 族 『 满足 上 一 <, 且 有 
对 任意 的 A,BET, 均 有 ACB 或 BCA. 
(3) 设 ECR! 且 瑟 <c, 则 存在 zo€ Ri, 使 得 
互 十 {(zo) 一 {z 十 zzEE)CRNQ， 

证 明 (1) 首先 , 易 知 两 个 同 中 心 不 同 半径 的 圆周 上 之 点 是 可 以 
建立 起 一 一 对 应 的 . 其 次 作 圆周 集合 列 : 4, = {(z,y): 十 二 
1/n}Cn € N), 则 

E=[)AC {zy: r+ y <1), 


n=2 


E,=(jA,C {zy: z+ y <1), 
n=1 


且 [4. 一品 4 此 外 又 有 
n=2 nme] 
{(z,9): TAINE = {(zy): T+ yy 1}\E,. 

由 此 即 得 所 证 . 

《2) Gi) 由 于 N~Q, 故 对 Q 作 『 即 可 : 记 f 为 收敛 于 不 同 极限 的 
有 理 列 之 全 体 ( 其 中 同一 极限 的 只 取 一 列 ). 因为 R=c, 所 以 F=c. 此 
外 ,f 中 任 两 个 元 A,B 即 两 个 数列 中 只 能 有 有 限 项 相同 , 故 知 4 站 < 
十 co。 

(ii) 利用 (i) 的 结论 ,但 以 (2,22，…} 代 N. 

(i 六) 因为 N~Q, 所 以 先 对 Q 作 如 下 集合 : 考查 点 集 瓦 一 
(一 00,0) 站 Q(aER'). 易 知 [ = {E。: a€ R') 是 连续 基数 集 , 目 对 E。， 
EET『, 必 有 Es CE。 或 ECE,. 

(3) 令 B=Q 一 E 人 tr 一 5: rEQ,sEE}, 则 <c. 由 此 知 存在 zo 己 
B, 使 得 EE 十 {zo}CR'\Q, 这 是 因为 否则 就 有 sEE, 使 得 十 zo 二 rEQ， 
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即 zxo=r 一 5GE 妃 ,矛盾 . 

例 16 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) R! 中 一 切 开 区 间 的 全 体 记 为 G, 则 蕊 =c. 

(2) 设 ECR: 是 不 可 数 集 , 则 存在 zoE 五 ,使 得 对 任意 的 9>0, 忆 
站 (zo 一 6,zo 十 6) 均 为 不 可 数 集 . 

(3) 设 ECR: 是 不 可 数 集 , 令 

D={z€EE: 对 任意 的 9>0, 下 mi(Cz 一 9,z 十 9) 是 不 可 数 集 }， 
则 

(i) 是 不 可 数 集 ; 

(ii) 存在 zoEE, 使 得 对 任意 的 6 之 0, 点 集 EEN (zo,zo 十 6) 是 不 可 
数 集 . 

证 明 (1) 对 每 一 个 开 区 间 (a,6) ,用 平面 上 点 (a,6) 与 之 对 应 , 则 
G 与 点 集 {(z,y): x,yER!' 且 之 y) 一 一 对 应 , 即 得 所 证 . 

(2) 反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 则 对 任意 zxE 匹 存在 9 >0, 使 得 
EN (zx 一 6:,z 十 6:) 是 可 数 集 . 因此 ,我 们 取 有 理 数 x;, 使 En (zx 一 r:,zxo 
十 rz) 是 可 数 集 . 从 而 知 五 一 Uy (z 一 rz 十 mr) 门下 是 可 数 集 . 这 与 题 


设 矛 盾 . 证 毕 . 

(3) (i) 反 证 法 , 假定 万 是 可 数 集 , 则 点 集 END 是 不 可 数 集 , 由 此 
知 存在 reE END, 以 及 任意 的 (ze 一 9 ,ze 十 9, 使 得 ( 开 ND) 门 (ze 一 za 
十 9) 是 不 可 数 集 , 因此 又 得 zo€ D, 矛 盾 . 故 D 是 不 可 数 集 . 

(ii) 由 Q) 知 ,可 取 zoED, 使 得 DN (zo 一 6,zo 十 6) (0 过 6 之 1) 是 不 
可 数 集 . 若 DN (zo,zo 十 6) (0 二 3 过 1) 是 不 可 数 集 , 则 得 证 ;否则 ,就 有 
(zo 一 6,zo) 门 D 是 不 可 数 集 . 我 们 取 ze (ze 一 6,zo) 门 D, 易 知 存在 
no, 使 得 (x' ,zx' 十 1/n) 八 D 是 不 可 数 集 . 故 再 令 ze 一 乙 即 得 所 证 . 

例 17 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 一 切 形 如 吉之 ns 过 … 过 ms 一 … 的 自然 数 子 列 {n) 的 全 体 的 基 
数 为 c. 

《2) 一 切 由 自然 数组 成 的 数列 {mi} 之 全 体 的 基数 是 c. 

(3) 设 瓦 .二 cln 二 1,2,…), 则 集合 

E= {r= (zz Ta ): Tn E Eln € N)} 
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之 基数 也 是 c. 

(4) 设 下 =4UB. 若 巨 =c, 则 也 = 或 万 =-. 

证 明 (1) 将 数列 {ni} 与 由 0,1 两 个 数字 组 成 的 数列 {am} 对 应 : 
Qn 二 1(m 二 n4) ;am 二 0(m 关 ns) 妈 可 得 证 . 


(2) 令 ==misn2 二 mi 十 ma，*… Dm … 且 应 用 (i) 的 结论 . 


(3) 不 妨 假定 每 个 E, 都 是 由 自然 数组 成 的 数列 为 元 素 的 全 体 所 
形成 的 集合 , 即 当 zx,€ E, 时 ,有 
Tas (zx®, zo， i Es yy 


其 中 zf 是 自然 数 .这样 , 对 于 ze 无 ,就 对 应 着 一 个 无 穷 矩阵 


(1) ( 
xD x D 


记 如 此 之 和 矩阵 的 全 体形 成 之 集 为 4, 则 易 知 五 一 4. 现在 , 视 4 中 元 素 
为 自然 数列 
{zs ZE ZH TH zs, Tx, 
则 又 有 甩 =c( 实 际 上 A~E,). 
(4) 不 妨 认定 巨 为 R? 中 单位 正方 形 : 
一 {(z,y): 0<z<1,0<y<=1} 
(已 知 互 =c) ,车 存在 zo: 0 过 zo<1, 使 得 
ADE= {(z03): 0<y<1}, 
则 有 =c. 否则 ,对 任意 的 zx,0<z<1, 有 
BN{(z,y): 0<y<1}¥ 8, 
则 B=c. 
例 18 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 全 体 超越 数 ( 即 不 是 整 系数 方程 ouz" 十 aiz 十 … 十 aiz 十 ao 
二 0 的 根 ) 的 基数 是 c. 
(2) 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 全 体 C([a,2]) 的 基数 是 <. 
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(3) 定义 在 [a,6] 上 的 单调 函数 全 体形 成 的 集合 X 的 基数 是 <. 

(4) 记 定 义 在 [a,5]J 上 的 一 切实 值 函 数 之 全 体形 成 的 集合 为 多 ， 
则 之 >e. 

(5) 设 卫 是 [a,6) 上 右 连续 的 单调 函数 全 体 , 则 邓 =c. 

证 明 (1) 因为 整 系数 方程 cuz" 十 cz 一 十 … 十 az 十 ao=0 的 
根 (n€EN, 即 代数 数 ) 之 全 体 为 可 列 集 ,所 以 超越 数 全 体 是 不 可 数 的 且 
是 连续 基数 . 

(2) 首先 ,因为 [a,5] 上 的 常数 函数 都 是 [a,5] 上 的 连续 函数 ,所 以 
R: 与 CC([a,b]) 中 的 一 个 子 集 对 等 , 即 C([a,5]) 的 基数 大 于 或 等 于 c. 
其 次 ,对 每 个 gE CC[a,5]) ,我 们 取 一 个 平面 有 理 点 集 QXQ=Q@ 中 的 
一 个 子 集 与 它 对 应 , 即 作 映 射 了 如 下 ， 

f(D = {5,t) € Q XxX Q: ss € [a,b],t < p63))}. 
易 知 f 是 从 Cl[a,5]) 到 字 (Q:) 中 子 集 的 一 个 单 射 ,由 于 .22(Q2) 一 
多 (N), 故 知 多 (Q?) 的 基数 是 c. 从 而 可 知 C([a,6j) 的 基数 小 于 或 等 于 
c. 这 说 明 C([a,5]) 的 基数 是 c. 

《3) 任 给 fEX, 且 设 其 在 [a,5] 内 的 间断 点 为 {z,}, 则 f 在 间断 点 
上 的 值 形成 一 个 数列 {f(z,)}) ;车 zo€ [a,6bJ 是 f(x) 的 连续 点 , 则 取 六 
EQ: rrzo(~co). 易 知 f(xo) 对 应 于 数列 {f(r,)}. 从 而 可 推 承 =c. 

(4) 首先 ,由 上 例 (2) 知 允 之 c. 

其 次 ,假定 多 =c, 设 多 一 [0,1]. 此 时 不 妨 令 f(x) 二 F(t,zx) 
(zxzE€[0,1]) 与 [0,1] 中 的 :作对 应 . 显然 ,g(z)=F(zx,zx) 十 1 是 中 
的 元 ,从 而 存在 a: 0<a<1, 使 得 g(x)=f。(z). 由 此 得 

F(z,7)+1= F(a,r), xz € [0,1]. 
但 这 显然 是 不 能 成 立 的 ,只 要 取 z==a 即 知 . 这 说 明 多 >>c. 

(5) 设 fEX, 则 对 任意 的 1:€ R', 可 对 应 着 一 个 关中 的 函数 
f(x) 十 t. 这 说 明 肥 之 c, 从 而 即 得 所 证 . 

例 19 解答 下 列 问 题 : 

(1) 试 作 (0,1) 上 的 函数 f(x) ,使 得 在 任意 的 (a,8)C 00,1) 上 ， 
了 (zx) 的 连续 点 集 和 间断 点 集 的 基数 均 为 不 可 数 的 . 

(2) 试问 是 否 存 在 fe C(( 一 co,co)) ,使 得 
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无 理 数 ， zxE Q， 
f(z)= 
有 理 数 ， zxE RNQ? 

(3) 试问 是 否 存 在 f: Ri -=~Ri, 使 得 了 在 RNQ 上 是 一 一 映射 ,在 
Q 上 不 是 一 一 映射 ? 

(4) 试问 对 于 定义 在 [0,1]X[0,1] 上 的 非 负 函数 f(z,y) ,是否 均 
存在 g: [0,1]~[0,ce) ,使 得 

f(z,y) Sgz) gy) CryE [0,1])? 

解 (1) 设 CC[0,1] 是 Cantor 和 集 ( 见 1.2.4). 仿 f(r)=Xc(z). 

(2) 不 存在 . 由 于 Q 是 可 列 集 , 故 /(Q) 是 可 数 集 . 此 外 ,又 有 
了 (RN\Q)CQ, 从 而 知 f(R') 是 可 数 集 . 然而 f(z) 是 连续 函数 ,因此 
了 (R') 应 包含 区 间 . 这 是 矛盾 的 . 证 毕 . 

(3) 不 存在 . 采用 反 证 法 . 假定 存在 具有 如 此 性 质 的 f, 依 题 设 知 
就 有 aypEQ, 使 得 fa)= 丰 0) 一 yo 作 点 集 4=(zE[a,b]j: f(z)= 
yo) ,显然 4 不 能 在 [a,5b] 中 稠密 (注意 f 连续 ,这 会 破坏 在 RINQ 上 的 
一 一 对 应 ). 从 而 存在 a,bE4, 而 (my,6) 门 4= .由 知 可 知 ， 
fA((a15 拉 )) 这 yo 或 有 ((a1,b1)) 过 yo. 不妨 设 

fl[ab]) = [yo fx), z' € (a,b), 
因为 了 在 RNQ 上 是 一 一 映射 ,所 以 有 

8[az]n CRNQD) C FLCz naQ)， 
但 这 是 不 可 能 的 (无 理 数 不 可 数 ). 证 毕 . 

《4) 不 一 定 . 令 及 = (zE[0,1]: g(x)<n),E= UE., 则 EE, 是 
有 限 集 (否则 有 {zt) CCE,zi 关 zj(i 关 让 ,而 且 zzE 《0,1)). 现 在 作 二 
元 函数 为 

Fsth a 1/Iz 一 y|，z 天 》， 
9? Ts 
易 知 

(TT > (TTIR 00), ztzli) ?+ ok > 0), 
但 g(xz4)，g (zi41) 三 mw, 蔬 盾 . 
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381.2 点 集 


1.2.1 R" 中 点 与 点 之 间 的 距离 ,点 集 的 极限 点 
基本 内 容 
设 z= (6 人 66,? 一 (六 ,… 罗 ) 是 半 维 欧 氏 空间 R" 的 点 (也 称 向 量 )， 
记 
工 土 y 一 (名士 力 , 名 士 力士 加)， 
lz 一 ?| 一 [全 一 办 2 十 (名 一 2 十 十 (一 加 条 和， 
并 称 |z 一 ?|( 也 记 为 d(z,y)) 为 点 工 到 点 y 之 间 的 赴 离 . 易 知 
(i) |zl 之 0; |z1=0 当 且 仅 当 z=(0,0,…,0). 
(ii) laxzl=|allzl(aERD. ii) |z+yl<lzl+|yl. 
定义 1 设 ECR", 令 diam(E) 二 sup{|z 一 y|: z,yE 巨 ) ,并 称 为 点 集 五 的 直 
径 . 若 diam(E)<< 十 cc, 则 称 已 为 有 界 集 . 
显然 ,已 是 有 界 集 的 充分 且 必 要 条 件 是 存在 M>0, 使 得 一 切 zEE 都 满足 |z| 
&M. 
定义 2 设 zxoER",6>0, 我 们 称 点 集 (ze R": |z 一 zo < 之 6) 为 R" 中 以 xo 
为 中 心 ,以 6 为 半径 的 开 球 ,也 称 为 zo 的 ( 球 ) 邻 域 , 记 为 B(xo,6), 从 而 称 
{rz ER" |z 一 zol 志 6) 为 半球 , 记 为 C(zo,6).R" 中 以 zo 为 中 心 ,以 56 为 半径 的 
球面 是 (x € R": |z 一 zol 一 9). 
定义 3 设 ai,b(i=1,2,…,n) 毗 为 实数 且 ai<bi(i 二 1,2,…,n) ,我 们 称 点 集 
{z= (kab): a LE Lb C=1,2,,n)) 
为 R" 中 的 开 矩 体 (= 2 时 为 矩形 ,mn= 1 时 为 区 间 ), 即 直 积 集 
(a1b) X … X (asp 
类 似 地 ,R" 中 的 闭 矩 体 以 及 半 开 闭 矩 体 就 是 直 积 集 
[ab] X … X [ansbs], (ai 四] X … X (asb]， 
称 包 一 aiG=1,2,…,) 为 矩 体 的 边 长 若 各 边 长 都 相等 , 则 称 矩 体 为 方 体 . 
和 矩 体 也 常用 符号 7,J 等 表示 . 其 体积 用 17| ,1J| 等 表示 . 
若 T 一 (ab)X…X (asp , 则 17| = He 一 an. 
定义 4 设 xxER"(k 一 1,2,…). 若 存在 zxER*, 使 得 
limlz — z| =0, 
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则 称 mk 一 1,2，… ) 为 R" 中 收敛 ( 于 工 的 ) 点 列 , 称 = 为 它 的 极限 ,并 简 记 为 limzs 
若 令 x 二 {四 , 罗 ,和 9} ,x 二 { 厨 , 和 名,… 各), 则 由 于 不 等 式 
一 || 一 z| 志 1 一 和 | 十 一 十 1 一 各 | 
对 一 切 与 i 都 成 立 , 故 可 知 zxt(k 王 1,2,…) 收 敛 于 z 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 : 对 
每 个 i, 实 数列 {$ 中 } 都 收敛 于 名 . 由 此 以 及 根据 实数 列 收敛 的 Cauchy 原理 可 知 ， 
zt(& 一 1,2,…) 是 收敛 列 的 充分 且 必 要 条 件 是 
lim lz 一 zxm| 二 0 (也 称 {x} 为 Cauchy 列 或 基本 列 ). 
定义 5 设 ECR",zER". 若 存在 巨 中 的 互 异 点 列 {zs) ,使 得 limlz ~ z| = 
0, 则 称 zx 为 互 的 极限 点 (或 聚 点 );E 的 极限 点 全 体 记 为 E' , 称 为 天 的 导 集 ,显然 ， 
有 限 集 是 不 存在 极限 点 的 . 
定理 1 若 ECR", 则 xzE E', 当 且 仅 当 对 任意 的 3>0, 有 (B(x,6)\{z)) 门 已 
2. 
定义 6 设 ECR". 若 EE 中 的 点 z+ 不 是 EE 的 极限 点 , 即 存在 6>0, 使 得 (B(x， 
9)Nz) 门 匹 = 休 , 则 称 z 为 下 的 弧 立 点 , 即 zxEENE'. 
定理 2 若 EE,EsCR", 则 (EUE)'=E'UE;. 
定理 3 (Bolzano-Weierstrass) R" 中 任 一 有 界 无 限 点 集 EE 至 少 有 一 个 极限 
点 。 


典型 例题 精 解 
例 1 求 下 列 点 集 EE 的 导 集 EE': 
(1) E={1/n+l/m: n,mEN}; 
(2) E={(Vm—Vn)/(Vmi Mn): mnEN}; 
(3) E={z,.=N4Y +2: n€EN}; 
(4) E={z,=[(1—(—1)")2"+1]/(2"+3): n€EN); 
(5) E= {z 一 [(1 十 cosnr)ln3m 十 inz]/ln2m: nEN}; 
(6) E={z,=sinn’’: nEN}; (7) E= {zx,=sinlnn: nEN}; 
(8) E={z,=Vm—Vn: mnEN). 
解 (1) 因为 imGm + lm = lmom € N), lim | 二 十 二 | 

二 0, 所 以 E'={0,1,1/2,…}. 
(2) 对 任意 的 z,oE[ 一 1,1], 存 在 m,n€EN ,使 得 
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m_ { 运 下 |< 
n 


或 | [m _ 1 一 z| 一 
1+zo 


1 十 zo 
由 此 可 知 存在 7,e>7 盖 0, 使 得 
ee 于 一 Vm/n 
” 1 二 Vm/n 


这 说 明 E'=[ 一 1,1]. 
(3) E'=1. 
(4) 考查 zx 一 1/(2&% 十 3) ,za 一 (2842 十 1)/(224 十 3)(EN)， 
易 知 E' 二 {0,2). 
(5) 考查 z= [2ln (6k) 十 In (2k)]/In(4k), zr =In(2k 二 1)/ 
In[2C2k 十 1)](kEN), 易 知 E' 二 {1,3). 
对 (6) 与 (7), 应 用 命题 ( 见 《数学 分 析 》, 周 民 强 编著 ,上 海 科技 出 版 
社 )， 
若 数列 巨 = {zx,} 满 足 lim (za 一 z) 二 0, 则 
s ~ [mx 三 中 
(6) 注意 到 (十 1D)2 一 2 3(1 十 1/n02 一 ma (1 十 OGAnD) 一 ma 十 
O(Cl/ma'), 则 由 等 式 
Zt — Ts = sin(n 十 1)24 — sinn®’ 
二 2cos[((n 十 1 十 ns 3)/2]* sin[(Gn 十 1) 一 5)/2] 
= 2cos[((n 十 1)243 + ns)/2]: sinL(/n®)/2] -> 0(n — co)， 
可 知 E'=[ 一 1,1]. 
(7) 注意 到 In(n 十 1) 一 lnn 二 ln(1 十 1/n) 一 0(n->o0), 则 由 等 式 
ZX,t1 — Tn =2cos[ (n(n 十 1) + lnn)/2] 
“sin[(ln(Ca 十 1) 一 lnz)/2] 
二 2cos[ (Iin(n 十 1) 十 inn)/2] 
*sin[ln(1 + 1/n)/2]—>0 (n— o0), 
可 知 E'=[ 一 1,1]. 
(8) 对 于 任意 的 ZER', 令 z, == ML(Cz 十 n)?] 一 Mn? (其 中 [y] 表 
示 不 大 于 y 的 整数 部 分 ), 则 有 (z+n)? 一 1 一 n 之 zx, 过 xz, 因而 可 得 
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limlz, 一 | = 0. 从 而 忆 一 Ri. 

例 2 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 ECR'. 若 EE 是 可 数 集 , 则 所 是 可 数 集 . 

(2) 车 EC(C0,co) 中 的 点 不 能 以 数值 大 小 加 以 排列 , 则 E' 关 儿 . 

(3) 设 ECR: 是 不 可 数 集 , 则 E 中 有 互 异 点 列 {z.} 以 及 xzoEE, 使 
得 limz, 过 gs 

证 明 (1) Gi) 若 SCR! 中 的 点 均 为 孤立 点 , 则 S 是 可 数 集 . 这 是 
因为 对 任意 的 xE5, 均 有 5.>>0, 使 得 I 会 (x 一 6:,f 十 6:) 且 了:\S= 
{xz}. 因 此 区 间 族 {1:) (zE 5S) 互 不 相同 , 易 知 总 数 是 可 数 的 , 即 5S 是 可 
数 集 . 

(ii) 因为 E\E' 中 的 点 均 为 孤立 点 ,所 以 是 可 数 集 . 从 而 由 = 
《E\E') 十 (ENE') 可 知 EE 是 可 数 集 . 

(2) 考查 区 间 了 ,二 [0,1],7,==[0,2],…,7, 二 [0,n]，…, 由 题 设 知 
必 存 在 no, 使 得 I,, 门 E 包含 无 限 个 点 . 从 而 知 E' 关 2. 

(3) (i) 由 题 设 知 , 必 存 在 no。, 使 得 点 集 (一 no,no) 作 E 是 无 限 集 , 故 
E'#Y. 

(ii) 反 证 法 . 假定 E' 首 E= 儿 , 则 对 任意 的 zEE, 存 在 5.>>0, 使 得 
点 集 B(x,6.) 由 E= {z}. 从 而 根据 (1) 之 (iD) 中 相同 的 推理 ,可 知 瑟 是 
可 数 集 . 这 一 矛盾 说 明 FE’ 站 E 关 G. 

例 3 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 E= {zi}CR! 是 有 界 列 , 且 |z。 一 z+41| 宇 1(nEN), 试 问 是 
否 只 是 有 限 集 ? 

(2) 试 在 单位 开 圆 B(0,1) 内 作 可 列 集 巨 ,使 得 Er 活 {(z,y): x 十 
y=1}. 

(3) 试 作 ECR', 且 令 EE=E' ,Es 二 (E17)',…,E, 一 (En) ,…, 满 
足 : ENE;=@ (i 

(4) 若 [0,1] 中 的 两 个 点 列 {z,},{?y*} 具 有 相同 的 极限 , 试 证 明 存 
在 {&,), 使 得 

limlz, — ,| = 0. 
解 (1) 否 . 例如 将 双 指 标 数列 {1/n 十 1/m} 与 {4 十 1/n 十 1/m}) 均 
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匀 地 隔 项 排列 . 
1 az 
(2) 取 E={zxt), 其 中 z==(1 一 1/n)e”，e* (n,kEN). 
(3) 作 点 集 ={1/ma: mm 二 1,2,…) ,以 及 
As = {1+ 1/mt+t 1/mz: mm 一 2,3，…)， 


A1 = {Colt 1l/m tt 1/m: 
my" me = kk 1 }, 


而 到 E= (A 
kl 

(4) 记 limz, = limy, = a, 且 令 6 = 1/n + lz 一 al( EN), 易 
知 开 区 间 (z, 一 6,z 十 6) 含有 E 二 {y,} 中 的 无 穷 多 个 点 .现在 记 E 中 
属于 (zi 一 sbzl 十 忆 ) 的 点 之 最 小 指标 为 A > 1, 再 相继 地 对 &,, 在 指 
标 大 于 的 含 于 《zon 一 p19Toti 十 641) 中 巨 之 点 的 最 小 指标 记 为 
hw11 即 可 得 到 lim |z, 一 w.|=0. 

例 4 解答 下 列 问 题 : 

(1) 设 fEC"([a,6]), 试 证 明 点 集 EE 是 孤立 点 集 ,其 中 

E= {zr€ [a,b]: f(r)=0 有 f(z) > 0). 
(2) 设 A={a1,az,**) ,B= {bb } 是 两 个 自然 数 子 列 , 若 有 


lim 全 = 0， 


则 称 B 是 比 4 增长 更 快 的 数列 . 
现在 , 设 $ 是 由 某 些 自然 数 子 列 构成 的 数列 族 , 且 对 于 任 一 自然 
数 子 列 4, 均 有 BES, 使 得 B 比 4 增长 更 快 . 试 证 明 $ 是 不 可 数 集 . 
(3) 设 ECR'n€EN), 且 EF 二,. 若 z € 包 , 试 问 是 否 必 有 


n=】 
no，, 使 得 rEE,? 
” “(4) 试 作 R: 中 的 孤立 点 集 EE, 使 得 E' 二 [0,1]. (注意 , 若 ECR! 
是 孤立 点 集 , 则 E' 是 可 数 集 ,不 存在 ECR',E 有 不 可 列 个 孤立 点 . ) 
(5) 试 作 ECR’,E' 二 名 ,满足 : 对 任 给 s>0, 存 在 zx,yE 巨 且 
0< |z 一 y| 一 e. 
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解 (1) 设 zoEE, 则 f(zo)=0 且 广 (zo)>0. 由 户 (z) 的 连续 性 ， 
可 知 有 8o>0, 使 得 户 (z)>0(zo 一 So<z<<zo 十 8o). 从 而 f(z) 在 (zo 一 
gu, zo 十 go) 上 严格 递增 . 因此 我 们 有 |7Cz)|>Gzo)(zo 一 9o<z<zo 十 
6o). 证 毕 . 


《2) 反 证 法 . 假定 S 是 可 数 集 , 则 不 妨 设 S 中 的 元 素 为 : 
QurAa2r "sadn" 


G21 30229 "sans 


CY EY, 


现在 , 作 自然 数 子 列 4={6,): b=an,bs= 二 max {a: i,j 二 1,2)， 


一 maxtais i9j 二 1,2,…,n),…, 则 S 中 不 存在 元 素 B, 使 得 B 比 
4 增长 更 快 ,矛盾 . 


(3) 不 一 定 .例如 多 ,=(1/(n 十 1),1/nj], 则 琅 =(0,1]. 故 z=0E 
E', 但 到 =[1/《n 十 1),1/nJ. 从 而 z=0EE'(nEN). 
(4) 我 们 作 点 集 列 如 下 : 
E= {(z,1): x = /2,k = 0,1,2}, 
E, = {(z,1/2): z+ = /22,k = 0,1,2,3,2}, 


E,= {(z,1/n): tT = /2",k = 0,1,2,.",2"}, 


又 记忆 = 【j 已, 则 无 是 可 列 集 ,是 已 中 每 个 点 均 为 孤立 点 ,但 已 一 
[0,1]. 
(5) 令 饲 ={(0,n)},Es={(n,e ")}, 而 E=EUE,. 
1.2.2 Re 中 的 基本 点 集 : 闭 集 、 开 集 
基本 内 容 
(一 ) 闭 集 


定义 1 设 ECR". 若 EDE'( 即 EE 包含 EE 的 一 切 极 限 点 ), 则 称 E 为 闭 集 (这 
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里 规定 空 集 为 闭 集 ). 记 E=EUE' ,并 称 瑟 为 五 的 闭 包 ( 尼 为 闭 集 就 是 EE=EE). 
注 若 4CB 且 A=B, 则 称 4 在 B 中 稠密 ,或 称 4 是 B 的 稠密 子 集 .着 EC 
R: 且 互 无 内 点 , 则 称 EE 是 无 处 稠密 集 . 
定理 1( 闭 集 的 运算 性 质 ) (i) 若 F,,F; 是 R" 中 的 闭 集 , 则 其 并 集 FUF, 也 
是 闭 集 ,从 而 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 集 ; 
(ii 车 {F.: aET} 是 R" 中 的 一 个 闭 集 族 , 则 其 交集 下 一 个 F。 是 闭 集 . 
of 


注意 ,无 穷 多 个 闭 集 的 并 集 不 一 定 是 闭 集 . 例如 , 令 
F, = [+t] R! (k=1,2,.), 


则 有 出 已 = 0,1]. 
此 例 还 说 明 Ur UF 
但 我 们 有 下 列 简单 事实 : 设 ECR"(aE 了 7), 则 
Uz. ee Ua. QE C A 


定理 2 (Cantor 闭 集 套 )” 若 {F} 是 R" 中 的 非 空 有 界 闭 集 列 , 且 满足 书 忆 Ps 


DFO 则 {|Fiz. 
: NA” 好 


(二 ) 开 集 


定义 2 设 GCR". 若 G'=R"\G 是 闭 集 , 则 称 G 为 开 集 . 

由 此 定义 立即 可 知 ,R" 本 身 与 空 集 刀 是 开 集 ;R" 中 开 矩 体 是 开 集 ; 闭 集 的 补 
集 是 开 集 . 

定理 3 ( 开 集 的 运算 性 质 ) (i) 若 {G。: ae 也是 R" 中 的 一 个 开 集 族 , 则 其 并 


集 G = | G. 是 开 集 ; 
eaET 


(ii 车 GLk=1,2,…,m) 是 R" 中 的 开 集 , 则 其 交集 G= 站 G, 是 开 集 (无 穷 
| 加 | 


多 个 开 集 的 交集 不 一 定 是 开 集 ) ; 
(iii) 若 G 是 R" 中 的 非 空 点 集 , 则 G 是 开 集 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 :对 于 G 中 
任 一 点 xz, 存 在 6>0, 使 得 B(x,6)CG. 
定义 3 设 ECR", 对 xzEE, 若 存在 6 二 0, 使 得 B(xz,8)CE, 则 称 工 为 EE 的 内 
点 ,EE 的 内 点 全 体 记 为 , 称 为 玉 的 内 核 .又 ,车 zEEE 但 zx 七 户 , 则 称 x 为 EE 的 边 
界 点 ,边界 点 全 体 记 为 9E. 
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显然 ,内 核定 为 开 集 . 上 述 性 质 (iii) 说 明 开 集 就 是 集合 中 每 个 点 都 是 内 点 的 集 
全 
注 设 函 数 f(x) 在 B(xo,6,0) 上 有 定义 . 令 
w(x0) = lim sup{|f (7) — flz)): x’,7" € B(xo,0)), 
我 们 称 wr(zo) 为 了 在 zo 处 的 振幅 . 


定理 4 (i) R' 中 的 非 空 开 集 是 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 这 里 也 包括 
(一 9 ,4),(b,00) 以 及 (一 oo,o0)) 的 并 集 ; 

《ii) R" 中 的 非 空 开 集 G 是 可 列 个 互 不 相交 的 半 开 闭 方 体 的 并 集 . 

注 R" 中 的 开 集 还 有 一 个 重要 事实 , 即 R" 中 存在 由 可 列 个 开 集 构成 的 开 集 
族 了 ,使 得 R" 中 任 一 开 集 均 是 了 中 某 些 开 集 的 并 集 . 

定义 4 设 ECR",TT 是 R" 中 的 一 个 开 集 族 . 若 对 任意 的 zEE, 存 在 GET， 
使 得 xEG, 则 称 芽 为 EE 的 一 个 开 覆 闲 . 设 厂 是 EE 的 一 个 开 窗 盖 , 若 T"CT 仍 是 
的 一 个 开 覆 盖 , 则 称 让 为 (关于 E) 的 一 个 子 覆 热 . 

引 理 R" 中 点 集 EE 的 任 一 开 履 盖 厂 都 含有 一 个 可 数 子 覆盖 . 

定理 5 (Heine-Borel 有 限 子 覆 奖 定理 ) R" 中 有 界 闭 集 的 任 一 开 覆 盖 均 含有 
一 个 有 限 子 覆 盖 . 

定理 6 设 ECR". 若 天 的 任 一 开 玫 盖 都 包含 有 限 子 覆 盖 , 则 已 是 有 界 闭 集 . 

注意 ,如 果 已 的 任 一 开 履 盖 均 包含 有 限 子 节 盖 ,我 们 就 称 5 为 紧 集 ,上述 两 个 
定理 表明 ,R" 中 的 紧 集 就 是 有 界 闭 集 . 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) R" 中 开 球 B(zo,r) 的 闭 包 是 闭 球 C(zoyr): 
Blzor) = {zER": |r— zol <r}. 
(2) 设 E={cosn}), 则 EE=[ 一 1,1]. 
(3) 设 ECR' 是 闭 集 , 则 巨 是 某 个 可 数 子 集 的 闭 包 . 
(4) 设 EC(0,00), 上 且 E 关 GB. 若 有 
Xz/2€E, Vrit+y EE (r,yE€E), 
则 五 =[0,co). 
证 明 (1) 记 f={rz€ER": 1z 一 zolj 委 r), 易 知己 是 闭 集 , 因 此 
Blzosr)CF. 反 之 ,车 xzEF, 则 令 zi 二 zo/k 十 (1 一 1/k)z, 且 有 
lzo— zx| = (1A mz 1Ar<r, 
lrz— z= |zo ~ zl/k Sr/k. 
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这 说 明 {zi}CB(zosr), 且 有 zcr>z (hoo0). 从 而 可 知 zE BCzo,r), 即 
FCB(zo,r). 

(2) 令 4={n 二 2mr: n,mEZ), 易 知 对 任 给 :ER! 以 及 9>0, 存 
在 a€ 有 4, 使 得 |i 一 a|<<6( 见 例 4 之 (4)). 从 而 知 有 =R'. 现在 设 XE 
[一 1,1], 以 及 e>0, 则 存在 上 ER:, 使 得 cost 二 zx, 且 存 在 n,mE2, 使 得 
ti<m 十 2mzr<<t 十 ec. 由 此 得 

|z 一 cosn| = |cost — cos(n 十 2mr)| <n+ 2mx 一 上 < 一 e， 

(3) 车 已 包含 有 闭 区 间 , 则 了 到 此 闭 区间 中 的 全 体 有 理 数 ;而 对 非 闭 
区 间 的 点 集 , 则 到 其 邻接 区 间 的 端点 集 . 易 知 它们 都 是 可 数 集 . 

(4) (i) 车 zoEEE, 则 依 题 设 可 推 zo/2*E En€EN). 由 此 知 对 任 给 
6>0, 均 有 EN(0,6) 关 2 


(ii) 车 zoEE, 则 易 知 V2z?EE. 从 而 又 有 


Nxt (V2zi) = N37 EE, %, Mnz EE, .., 


即 Vn zo€E(n€EN). 证 毕 . 
例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 


GD 函数 (zwy) 一 | 了 "9 20" 的 不 连续 点 集 不 是 亲信、 


(2) (i) FCR" 是 有 界 闭 集 ,E 是 FF 中 一 个 无 限 子 集 , 则 E'N 门 F 关 
多 . (ii) 车 RCR" 且 对 于 下 中 任 一 无 限 子 集 E, 有 NF , 则 F 是 
有 界 闭 集 . 

(3) 设 FCR" 是 闭 集 , 且 >>0,， 则 点 集 巨 = {i € R": 存在 x€EF， 
lt 一 z| = -) 是 闭 集 . 

(4) 设 ECR?, 称 已, 一 {(zERi: (rz,y)EE)} 为 EE 在 Ri 上 的 投影 
( 集 ). 若 CR? 是 闭 集 , 则 已 , 也 是 闭 集 . 

证 明 中 由 lim f(z,y) 二 0==f(0,0) 可 知 ,函数 f(z,y) 在 
(0,0) 处 连续 . 又 = 天 0,y 一 0 点 不 是 f(z,y) 的 连续 点 (注意 ?一 0 时 
f(z,y) 无 极限 ), 而 (0,0) 是 这 些 不 连续 点 集 的 极限 点 . 证 毕 . 

(2) (iD 因为 E' 关 多 ,上 且 ECF'=F, 所 以 E'NF 关 G2. (ii) 首先 ， 
指出 FF 是 闭 集 : 因为 车 有 XnEF 有 目 xz>zoln 习 oo0), 则 无 限 子 集 E= 
{z,)} 满 足 FE 站 F 关 多 ,所 以 zo€EF, 即 F 是 闭 集 . 其 次 ,指出 FF 是 有 界 
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集 : 反之 ,假定 下 是 无 上 界 集 , 则 可 取 F 的 无 限 子 集 E= {zr): zn 
十 no0). 从 而 二 多 ,与 题 设 蔬 盾 . 证 毕 . 

(3) 设 避 是 五 的 极限 点 , 即 存在 己 E 匹 : mn 一 teco). 现 在 假定 
| 一 如 |<e, 因 为 由 瓦 的 定义 可 知 , 存 在 zsEFR(zEN) ,使 得 | 如 一 z| 一 
r, 所 以 可 得 

[zr tl 人 Slr tlt lh -tl<2r (n€N). 

因此 {z,) 是 有 界 点 列 , 它 有 极限 点 ( 记 为 )zoEF, 以 及 zu- 一 zo(->co). 
由 此 又 知 ,对 任 给 e>>0, 存 在 &, 当 kk 时 ,有 

lzo—tlS lz mz + lz tlt lt, — tol Sr++ 2e, 


r=lz 


| 二 |zo 一 tol 十 | 一 杨 | 
<|zo 一 加 | 十 2e. 
根据 的 任意 性 可 知 , |te 一 zol=r, 即 ts€ EE,E 是 闭 集 . 

(4) 不 妨 假定 是 有 界 的 . 设 z,E€F,(nEN), 征 zw*zoln 一 00)， 
考查 点 集 玉 二 {(z,,ys)EF} ,由 下 的 有 界 性 可 知 ,存在 (z,y) EF ,使 得 
i 

易 知 zo 二 ,这 说 明 zo 是 点 ( 工 ,7) 的 投影 , 故 ,是 闭 集 . 

例 3 解答 下 列 问题 ; 

(1) 设 互 ,Es 是 Ri 中 的 非 空 点 集 , 且 EE, 关 多 , 试 证 明 EE 十 EC 
(Bit+E2)'. 

(2) 设 4,B 是 Ri 中 的 点 集 , 斌 证明 (4XB)'=(AXB')U(A'X 
万 )， 

(3) 设 4,B 是 Ri 中 点 集 ,试问 : 等 式 4 门 =A 站 5 一定 成 立 吗 ? 

(4) 设 ECR". 若 巨 的 任 一 子 集 均 为 闭 集 ,试问 : 是 否 E 是 有 限 点 
集 ? 

(5) G) 若 ECR: 中 的 都 是 孤立 点 ,试问 已 是 闭 集 吗 ? (ii) 若 EC 
R! 中 不 含有 孤立 点 ,试问 瑟 是 闭 . 开 集 吗 ? 

(6) 设 {a,}CR', 作 EE= {bER!: 存在 a,,>bC&>oo0)}, 试 证 明 忆 
是 闭 集 . 

解 (1) 设 Po=zo 十 yp€EE 十 E,, 即 zo€ ,yo€ EE,, 则 存在 zx.€ 
Ei(nEN, 可 全 同 ): zx, 一 xo(n 一 0); 存 在 y,€ Es(nEN): yr 一 
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y(n->co). 从 而 知 

(iD 若 {z* 十 y} 是 互 异 点 列 , 则 zx 十 y,E BEAnE€EN) zs 十 一 
Zo 十 yoE (五 十 匹 ?) (n>o00). 

(ii) 著 {z, 十 和 } 是 相同 点 列 , 则 考查 {z, 十 yi} 即 可 . 

(2) 证 略 、 

(3) 不 一 定 , 例如 A={1/n},B={ 一 1/n), 则 A 门 B= .从 而 

4 帮 5= 多 .但 我 们 有 

A= (0,1,1/21/n) 互 = (0 一 二 一 112， 一 1 
故 ANB={0}. 

(4) (i) 车 羽 是 无 界 点 集 , 则 无不 一 定 是 有 限 点 集 . 例如 天 一 
2 

(ii) 车 EE 是 有 界 点 集 , 则 E 必 是 有 限 点 集 . 这 是 因为 否则 在 EE 中 
必 有 收 伍 点 列 {zt} ,而 这 一 点 列 的 子 集 未 必 均 为 闭 集 , 所 以 满足 题 设 条 
件 的 有 界 点 集 巨 必 为 有 限 集 、 


(5) (i) 注意 已 = 人 ,二 ,二 ,二 GD 注意 EQ. 

(6) 设 cE , 则 存在 bn€ E(mE N), 使 得 lim6。 一 c. 依 题 设 知 存 
在 于 列 {aw”) 使 得 ax"?->bn(k->o0). 从 而 有 limaw 二 c. 

例 4 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 点 集 EE={Yn 一 Ym: n,mEN} 在 Ri! 中 秽 密 . 

(2) 设 {E,} 是 R! 中 无 处 稠密 集 列 , 则 U E, 是 R! 中 无 处 稠密 集 . 

(3) 设 正 数列 {an} $s Qi 过 qs 过 …<<a, 达 … 满 足 

lima, 一 十 co， lima,/anti 一 1]， 
则 数 集 已 = (an/a,: 1 委 n 和 mm)} 在 (1,co) 中 稠密 . 

(4) 设 aEQ,E。s=={p+ag: p,9E2), 则 有 EE。=R! 

(5) R! 中 存在 着 可 列 个 互 不 相交 的 稠密 可 列 集 ， 

证 明 (1) 对 任意 的 区 间 (a,6)CR', 因 为 Yn 二 1 一 nn 一 0(n 一 
00), 所 以 存在 no, 使 得 Ya 十 1 一 Yn < 之 6 一 a bn 之 no). 取 mo: mo 
~Yno 一 a, 并 作 数 集 

A={n€EN: Vn — Ym<a} (n€ A,AzY), 
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易 知 4 是 有 上 界 集 . 又 记 ni 是 4 中 最 大 值 的 自然 数 , 且 令 ns 二 ni 十 1， 
我 们 有 
Vn — Ym>a, Vn>atVm> Vnm. 
故 得 n>>no. 从 而 知 
Vm<Ymt+b—a<Ymt+at+b—a, 

即 a<~YYnz 一 Ymo<b. 证 毕 . 

(2) 证 略 . 

(3) 反 证 法 . 假定 存在 zo>1, 以 及 eo>0, 使 得 

la。y/ae。 一 zol 过 ee (1 nm). 
则 由 aw/anr1(n 习 oo) 可知, 对 充分 大 的 ,存在 n>>k, 使 得 当 mn 
时 有 an/ai 壹 zo; 而 当 m>ni 时 有 an/as 之 xo. 从 而 对 每 个 kk 有 
Ant 


a a 


on 2 2e 

下 tl GE 0 
之 2eo， 

kk 


i 


再 令 h-> 十 oo, 则 得 0>0, 矛 盾 , 故 结论 得 证 . 
(4) 对 任意 的 xER,9 之 0, 取 正 整数 症 : 10-”<6, 从 而 在 点 集 
{na: 1 一 1,2,…} 中 必 有 maa 与 nza, 它 们 的 前 m 个 小 数 相同 ， 
令 上 是 数 ma 一 nza 的 整数 部 分 , 则 
Ima— naa—k|<10"<¢. 
记 | Cm 一 m2)a 一 | 为 a 十 ls(h1,l2EZ), 则 0<ls 十 hia<6. 因 此 ,存在 z 
EZ, 使 得 
六 一 一 >z(l: 十 lc)< 工 十 9. 
现在 , 令 p=lz,9=z, 可 知 p 十 qa€ (x 一 6,7 十 6). 证 毕 . 
(5) 设 {p,} 是 素数 序列 , 且 作 数 集 E, 一 Q 十 {VPr) CnEN), 易 知 
玉 , 门 Em. 二 JV (n 关 m). 这 是 因为 否则 就 有 
r+Mpr=r + Mp (rE QT #r mn). 
由 此 可 知 (r' 一 + ?二 (Vpr 一 Vpm)*, 即 
VB 加 = [pr + pa — (7 —r")’]/2€Q, 
导致 矛盾 . 此 外 , 易 知 每 个 E, 均 为 可 数 稠密 集 . 
例 5 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 忆 CR", 则 巨 是 包含 五 的 一 切 闭 集 下 之 交 : 巨 一 0 

(2) 设 FCR" 是 无 限 闭 集 , 则 存在 可 数 子 集 已: E=F. 

(3) R! 不 可 表示 为 可 数 个 互 不 相交 的 闭 区 间 之 并 . 

(4) 开 区 间 (a,5) 不 能 表示 成 互 不 相交 的 闭 集 列 之 并 . 

(5) R: 不 能 表示 成 可 列 个 无 公共 内 点 的 闭 圆 盘 之 并 . 

证 明 (1) (i) 显然 ,F 沪 E, 故 Nro5. 因为 门 是 闭 集 ,所 以 

Fo 
Ar 必 刁 . (ii) 由 于 下 是 闭 集 , 故 正之 QAr- 从 而 结论 得 证 . 
Fo 

(2) (i) 对 任意 的 &EN, 作 开 球 列 Bi 二 {Blr,1/k),rEQ}(kEN). 
对 Bi 中 的 B=B(r,1/&) 满 足 BNF 关 2 的 球 B, 取 BNF 中 的 一 个 点 ， 
并 记 其 全 体 为 44. 易 知 4, 是 下 的 可 数 子 集 , EE 【4 也 是 下 的 可 数 

4>1 
子 集 . 因为 是 闭 集 ,所 以 ECF. 

(ii) 对 任意 的 zEF, 以 及 kEN ,使 得 z 位 于 开 球 族 Bs 中 的 某 个 
开 球 B 内, 且 B 必 含有 44 中 的 一 个 点 ,也 必 含 中 一 个 点 .从 而 中 
某 点 距离 点 z 小 于 2/k. 由 的 任意 性 可 知 zEE, 即 FCE. 

综合 (i), (ii), 即 得 所 证 . 

(3) 反 证 法 . 假定 R' = [es6j,[oi,b 人 N [oj,b]= (i 四)， 
则 巨 = {aiyaz ya )U{byb yp,…)} 是 可 列 闭 集 . 由 此 可 知 五 
中 必 有 孤立 点 ,这 与 假设 不 合 . 证 毕 . 

(4) 只 需 指 出 : 对 (a,65) = 了 内 的 任 一 互 不 相交 的 非 空间 集 列 
{F,), 必 有 (as,b)N\LF, 关 2. 为 此 , 令 

ma=inf{x: ZE FF}, b= sup{r: x € F}, 


以 及 了 = (aa ,五 = (b1,b)( 均 非 空 区 间 ). 显然 , (aa 由 (与 
n=2 


(sb) MU 严 均 非 空 集 (否则 已 得 证 ). 从 而 不 妨 假 定 到 一 严 门 1 天 
n=2 


多 ,Fl 二 F, 门 1 关 绢 , 易 知 均 为 闭 集 .仿照 上 述 对 (a,6) 与 Fi 之 推理 ,以 
Zos 卫 代 T,F,F} 代 下 ,又 可 得 到 a2,6s, 以 及 

Iw = (asa2), Ta = (a2sa1), To = (6b), Tn 一 (55)， 
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且 对 ,有 F3 ,Fs ,FY ,Fy 等 非 空 闭 集 . 继续 这 样 做 下 去 ,可 得 闭 区 间 
列 {[a.,6"]} 以 及 开 区 间 组 列 Tu (其 中 二 0 或 ), 且 有 了 T。 站 


UU 一 gf 作 点 集 
二 六 2 


不 难 证 明 门 E, 的 基数 为 . 


(5) 反 证 法 . 若 结论 成 立 , 则 可 在 R: 上 取 一 条 直线 , 它 不 通过 所 有 
闭 圆 盘 之 间 的 切 点 .这样 ,R: 就 表 成 了 一 列 互 不 相交 闭 集 之 并 ,而 与 
(4) 了 矛盾. 证 毕 . 

例 6 试 证 明 下 列 命题 

(1) 设 f(z) 定 义 在 R" 上 , 则 fECCR") 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 
意 的 :ER!, 点 集 

El= {rE€ER': f(z)>t), E= {rE€R": f(r)<t) 

都 是 闭 集 . 

(2) 设 fEC(R'), 则 ={(z,y): f(z) 之 y) 是 R? 中 的 闭 集 . 

(3) 设 RC( 一 oo0,co) 是 有 界 闭 集 . 若 f; FR! 满足 

limf(z) 一 十 co (任意 zoE F')， 
ER 

则 下 是 可 数 集 . 

证 明 (1) 必要 性 以 已 为 例 ,车 有 {zi}CEi 目 zy 一 zo(h>00)， 
则 由 f(zi) 之 t 以 及 f(x) 的 连续 性 ,可 知 

f(z0o) = limf (zi) > 

即 xo€ER. 

充分 性 ”采用 反 证 法 . 假定 存在 zeER" 不 是 f(z) 的 连续 点 , 则 有 
eo>0 以 及 点 列 {zi}: zi 一 Ti(k 一 co), 使 得 对 每 一 个 上 ,有 

fz) fro) 一 ee 或 f(x) 2 f(z0) + eo. 

不 妨 认定 对 一 切 zt, 有 f(z)f(zo) 一 eo, 那 么 取 t=f(zo) 一 eo, 可 知 
ZiE Es, 但 zoEE,, 这 与 E, 是 闭 集 矛 盾 . 

(2) 设 (z,,y,)EFlnEN), 且 满足 
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TI, YY (Toyn) 一 (zy) (一 co)， 
则 由 f(x,) 宇 y, 可 知 ,jCz) 志 y( 注 意 f 连续 ). 这 说 明 (z,y)EF, 即 下 
是 闭 集 . 


(3) 作 点 集 ,一 {rzEF: f(z)<n)(nEN), 易 知 了 = F.. 假定 


,是 无 限 集 , 则 存在 z' EF , 且 有 {zi) CF ,使 得 >x (hk 一 o0). 从 
而 得 

limf (zn) <n, EF'. 
这 与 题 设 矛盾 , 故 任 一 F, 均 为 有 限 集 , 即 下 是 可 数 集 . 

例 7 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 FCR': 是 闭 集 , 试 作 f: R!>R' ,使 得 f(z) 的 不 连续 点 集 是 
F. 

(2) 设 f: Ri>R', 且 有 f(z 二 y)==f(z) 十 f(y)(z,y€ER'). 若 
f(z) 至 少 有 一 个 不 连续 点 , 试 证 明 其 函数 图 形 集 

Gi/= {(z,f(z)): zcEcRI) 
在 R: 中 稠密 . 

(3) f: R" 一 R! 为 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 闭 集 
FCR+, 广 :(F) 必 为 闭 集 . 

(4) 试 证 明 f: R">R! 是 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 
ECR", 均 有 f(E)CfE). 

解 〈1) 取 尺 中 的 一 个 可 数 子 集 e, 使 得 zs, 使 得 z 一 严 ( 见 例 5 第 
(2) 题 ) 并 作 函 数 f(z)=1(z€e)3f(z)=0(zER'\¢). 

(2) 显然 y= 二 f(z) 不 是 线性 函数 , 故 存在 zoERi, 使 得 / (zo) 关 
了 (1)zo. 这 一 结论 等 价 于 : 平面 R* 上 两 个 向 量 4 二 (1,f(1)),B= (zo， 
f(zo)) 互 相 独立 . 因此 ,我 们 有 R*= {ah 十 BB: c,BERi) ,而 {~ 4 十 
7B: r',r"EQ ) 在 R 中 稠密 .因为 对 rEQ, 总 有 f(rz)=rf(z). 而 对 
任意 的 x,r"EQ, 有 ri4 二 r"BEGy, 证 毕 . 

(3) 必要 性 ”假定 f 连续 , 且 设 下 为 闭 集 ,又 令 zx.Ef 1(F),z, 一 
xzoE (fF))Y (n>00). 由 f(x,) EF 可知 f(z) EEF, rE fF), 
了 "(FF) 是 闭 集 . 
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充分 性 ” 设 zxER", 对 任 给 e 之 0, 作 开 区 间 G= (f(zo) 一 e， 
f(zo) 十 6) , 依 题 设 知 广 :(G) 是 开 集 . 因 此 ,zo 是 广 *(G) 的 内 点 , 即 存 
在 6 之 0, 使 得 B(zo,po)CC 广 !(G). 这 说 明 f(x)EG(zE€B(zo,60)， 
f(z) 在 zo 处 连续 . 

(4) 必要 性 ”假定 了 连续 , 则 易 知 广 * (fCE)) 是 闭 集 . 而 由 
f (EC FE) 可 知 , E Cf' (FE). 因此 v, EC ff(E)) = 
广 !(CFCE))， 

充分 性 ”对 任 一 闭 集 FCR:, 由 题 设 知 ,F 广 (PCCP CF)) 
二 下 =F. 从 而 得 广 :CF) 是 闭 集 , 故 了 连续 . 

例 8 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 F(z) 在 Ri: 上 具有 介 值 性 . 若 对 任意 的 >EQ, 点 集 {zER':: 
f(z)=r} 必 为 闭 集 , 则 fECCR'). 

(2) 设 f: R">R", 且 满足 

() 车 KCR" 是 紧 集 , 则 f(K) 是 紧 集 ; 

GD 着 {K) 是 了 中 过 碱 时 集 列 , 则 咱 门 K = 站 Ko， 

则 f€ECCR"). 

(3) 设 f; [4,5] 一 R!, 作 图 形 集 G/={(z,f(z)): ze [a,6]}. 若 
Gy 是 R: 中 的 紧 集 (有 界 闭 集 ), 则 f 连续 . ( 若 Gyr 只 是 闭 集 , 则 结论 不 
真 ,如 f(z)=1/zx(x 取 0),f(0)=0.) 

(4) 设 定义 在 R* 上 的 二 元 函数 f(z,y) 满 足 : 

(i) 任意 固定 y€ER',f(zx,yo) 是 R' 上 的 连续 函数 ; 

(ii) 任意 固定 zxoERi,F(zo,y) 是 Ri 上 的 连续 函数 ; 

iii) 对 R? 中 的 任 一 紧 集 KK,f(K) 是 Ri: 中 的 紧 集 ， 

则 FEeCCR2?). 

(5) 设 TCR: 是 一 个 区 间 ( 不 论 开 、 闭 均 可 ). 则 fECC7) 的 充分 必 
要 条 件 是 : 

(i) 对 了 中 的 任 一 子 区 间 J,F(J) 是 一 个 区 间 ; 

(i) 对 任意 的 yE R'!,f"'({y)) 是 闭 集 . 

(6) 设 定义 在 R: 上 的 函数 f(x) 满足 : 

(i) 若 ECR: 是 有 界 集 , 则 f(x) 在 E 上 有 界 ; 
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(ii) 若 玉 CR: 是 紧 集 , 则 广 (天 ) 是 闭 集 ， 
则 feCCR1)， 

证 明 (1) 反 证 法 .假定 zeER: 是 .FCz) 的 不 连续 点 , 即 存在 eo>0 
以 及 zz 一 zo(Cnz~>co), 使 得 

| — fz)|>6, |z 一 工 王 1/n. 

不 妨 设 fF(zo)<F(zo) 十 se<F(rz)(nEN), 取 rEQ: f(zo)<r<< 
F(zo) 十 e, 则 由 题 设 知 ,存在 和 (位 于 zo 与 rz 之 间 ) ,使 得 76) 一 ~. 现 
在 令 n 一 oo, 根 据点 集 {z; f(z)==r} 的 闭 集 性 ,可 知 f(zo)==r. 这 一 矛 
盾 说 明 f€EC(R'). 

(2) 对 zoER",e>0, 令 Bo 二 BC(f(zo),e) 以 及 

天。 一 BCzol] (meEN)， 
则 由 (ii) 知 们 HKD 一 Wo 又 由 (iD 知 Fo 一 (RNBo) 站 7CK。) 是 紧 
集 , 且 {P。} 是 递减 列 , 交 集 是 空 集 . 从 而 存在 mo, 使 得 ,一 CG. 即 
[f(z)— f(x)| <e, lzr— zol < 1/mo. 

这 说 明 ze 是 f(x) 的 连续 点 ,证 毕 . 

(3) 设 mmE[a,o] 且 zzoCOaco), 则 由 Gr 的 有 界 性 可 知 ,存在 
{Zz ) ,使 得 

limf (x,) = Im (za) A yo. 

从 而 得 lim(zn,, f(z,)) = (zo yo0). 再 由 Gyr 之 闭 集 性 可 知 ,yo== 了 (xo). 
同 理 可 证 imf(z,)=f(zo). 

(4) 只 需 指出 f 在 (0,0) 处 连续 ,并 假定 /(0,0) ==0. 反 证 法 .车 f 
在 点 (0,0) 处 不 连续 , 则 存在 eo 二 0, 以 及 点 列 { (zys)): ze 一 0 一 0 
(n 阅 00), 使 得 |f (zx,,y,) | 宇 eo(nEN). 由 (i) 知 ,存在 6 汪 >0, 使 得 
|f(z,0) | 过 eo/2(|z1<6). 由 此 知 存在 入 ,使 得 

lz 0)|<e/2 (n>N,lz|<O). 
然而 ,对 每 个 n,f(z,,y) 是 y 的 连续 函数 ,因此 根据 中 值 定理 ,存在 y,: 
0< 欠 <y%, 使 得 
17Gzm)| = neo/Ca 十 1). 
由 于 yw 一 0Cr* 一 co), 故 光一 0Cz 一 co), 故 点 集 
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E= {(ry): n> N} U {(0,0)} 
是 紧 集 . 依 题 设 知 f(E) 是 紧 集 ,可 是 我 们 有 
f(E) = {neo/tnt 1):n>>N}U (0}, 
且 细 是 FE) 的 极限 点 ,而 soE7(E), 矛 盾 . 证 毕 . 
(5) 必要 性 显然 . 
充分 性 反 证 法 . 假定 zeEz 是 了 的 不 连续 点 , 则 lim/(z)< 


limf(z). 取 yo 满足 

ee 
limf(z) <y <limf(r), yo f(r), 
Ee 0 


由 此 知 存在 {z}: z' 习 zo(n 一 oo0), 使 得 f(z,) 之 yolnEN); 同 理 有 
{Zz : zzoln->o0), 使 得 f(x") 过 yo(nEN). 
记 位 于 之 与 忆 之 间 的 广 !(yo) 之 点 集 为 E,( 注 意 ,以 zs 为 端 


点 的 区 间 之 三 的 像 集 是 一 个 区 间 ), 忆 ,天 扩 . 因此 zo 必 为 上 E, 的 极限 


点 ,而 F(zo) 天 yo, 即 广 '(yo) 不 是 闭 集 , 矛 盾 . 这 说 明 JE CCD). 

(6) 只 需 指出 : 当 FCR: 是 闭 集 时 , 广 '(F) 是 闭 集 即 可 . 为 此 , 设 
{z)C 广 !(F):， zro(n>00), 有 目 令 y= 二 f(z,), 则 {y,}CF, 且 由 (i) 
知 {yn} 是 有 界 列 . 从 而 存在 子 列 {ys,): yyob& 悦 00), 且 yo€ 下 .由 此 
知 玉 二 {yo0s > ,ys，""*) 是 紧 集 . 因此 由 导 ) 知 广 '(K) 是 闭 集 . 注意 到 
{yn =f(z)), {rz,) Cf (KR), zr) 和 zo€E fF (K), 
随 之 有 zo€ 广 :(F). 这 说 明 广 :(CF) 是 闭 集 . 

例 9 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 FCR: 是 有 界 闭 集 ,f: FF. 若 有 

|7Gz) 一 Go)1 王 lz 一 y|，zyE 丰 ， 
则 存在 zo€ 下, 使 得 FCzo) 一 zo. (不 动 点 ) 
(2) 设 fEC(R'), {84} 是 R! 中 的 递减 紧 集 列 , 则 


A Ar j= Me 


(3) 设 {f.(z)} 是 [0,1]J 上 非 负 连续 函数 列 , 且 满足 
f(x) fr), ZE[0,1]， (Cx) 
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f(z)= limf,(z)(0< 7< 1), M= sup{f(z): 0<zr<1}, 

则 存在 zeE [0,1], 使 得 f(xo)==M. 

证 明 (1) 作 函 数 g(z)=|z 一 f(z)|, 易 知 g€C(F), 从 而 问题 
归结 为 阐明 存在 zoE 下 ,使 得 g(xo) 一 0. 

采用 反 证 法 .假定 g(z)>0 (xzEF), 则 存在 &EF, 使 得 

0<g(€)=il= inf {gCz)}, 
但 我 们 有 
gf(€)) = | 7) — fFE) | < f=7, 

其 中 f(&)EF. 这 一 矛盾 说 明 f(z) 在 中 存在 不 动 点 . 


C2) 只 需 指 出 咱们 惠 > 由 /CP. 设 y 属 于 右 端 , 则 对 任意 的 
4 有 2? E fF4) ,或 说 有 zi E Fy 二 f(z) Ck EN). 不 妨 设 zz 一 zoCk 


一 c), 则 me 站 Fi. 根据 /的 连续 性 可 知 ,y= limf Cz,) = f(zo), 这 


说 明 ye 才 门 可. 
kl 
(3) 对 任 给 6 汪 0, 作 点 集 E.={z€[0,1]: f(z) 之 M 一 e}, 则 f(z) 
宇 M 一 e 当 且 仅 当 对 每 个 n, 均 有 f,(zx) 之 M 一 e. 故 
E.= NN fi'([M 一 eco))， 


n=l 


即 E. 是 非 空 阅 集 .车 {e} 是 有 限 多 个 正 数 ,自然 有 门 E, 一 Ew 尖 2 
1 


从 而 知 一 切 匹 .之 交集 非 空 . 令 ze 属于 此 交集 ,我 们 有 M 之 f(zo) 宇 M 
一 e, 由 。 的 任意 性 ,结论 得 证 . 

注 若 将 条 件 (* ) 改 为 : 对 zE [0,1], 均 存在 n., 使 得 f,(z) 之 
(Tz) (n 之 nz) , 则 结论 不 真 .例如 , 取 f(z)==min{nz,1 一 zx}. 

例 10 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 ECR", 则 E=(E)‘,3E=E\k,9F'=9F. 

(2) 开 区 间 (0,1) 不 是 R? 中 的 开 集 . 

(3) 试 证 明 GCR" 是 开 集 当 且 仅 当 GN 站 3G== 名 ;FCR" 是 闭 集 当 
且 仅 当 3FCF. 

(4) 设 ECR". 若 EG ,ER", 则 3E 关 2. 
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(5) 设 ECR", 则 {zER": wr,(z)>>0}=9E. 

证 明 (1),(2) 证 略 . 

(3) 后 一 结论 证 明 如 下 : 

必要 性 ”车 zo€ 3F, 则 对 任 一 6 汪 >0, 存 在 {rz.}CF 且 zx,€ Blzo， 
60). 由 此 知 z,->zxoln->o0). 因为 是 闭 集 ,所 以 zo€ FF. 

充分 性 设 zo€ 8F', 则 存在 {zx}CF 且 zs 一 zoCOz 一 co). 易 知 rzoE 
五 ,因为 否则 zxoE3 ,而 SFCR, 所 以 zo,€F. 雍 盾 . 证 毕 . 

(4) 反 证 法 .车 3E= 多 , 则 互 = 亡 , 即 巨 既 是 闭 集 又 是 开 集 . 从 而 玖 
二 人 B 或 EE=R"( 否 则 ,就 有 x'E EE,z"EE, 作 连接 z' ,zx 之 直线 段 , 则 在 
此 直线 段 上 有 一 点 xo, 使 得 线段 x'zoE ,zxox”EE. 而 xo 既 不 能 属于 
巨 , 又 不 能 属于 E“, 蔬 盾 ), 与 题 设 了 矛盾 . 

(5) 设 zoE 3 一 巨 站 (RE), 则 对 任意 的 9>>0,B(zo,8) 必 会 巨 
以 及 R"\E 的 点 .因此 函数 Xe(z) 在 z=zo 处 的 振幅 wx (zo) 一 1. 这 说 
明 {(zER": w(x)>0} D9E. 

又 假设 ww (zo) 之 0, 即 对 任意 的 8>>0, 有 

sup{|Xs(zo) — Xe(z)|: xz € BCroo)) > 0). 
因此 ,B(xzo,6) 必 含有 巨 以 及 R"\E 的 点 , 即 rzoE 9E. 

例 11 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 G1,G:CR" 是 两 个 开 集 , 且 G1 站 G;=, 则 GG 站 Gs;=2. 

(2) GCR" 是 开 集 当 且 仅 当 对 任意 的 ECR", 均 有 GNECGTE. 

(3) 车 ECR" 是 孤立 点 集 , 则 存在 开 集 G, 闭 集 下 ,使 得 EG 

(4) 设 GCR" 是 非 空 开 集 ,ro>0. 若 对 任意 的 zxE G, 作 闭 球 
巨 Czyro), 则 4 一 UV B(x,ro) 是 开 集 . 

(5) 设 下 是 R" 中 有 界 闭 集 ,G 是 R" 中 开 集 上 且 FCG, 则 存在 5 
0, 使 得 当 |z|<6 时 ,有 

F+t{zx} 人 {y+zr:y€E F}CG. 

证 明 (1) 反 证 法 . 假定 局 门 Gs 隆 包 , 邑 存在 zoEG1 们 Gs, 由 于 G1 
MG:=, 故 zoEGING1:CG1. 但 zo 是 G, 之 内 点 ,因此 存在 6o>>0, 使 得 
B(xo,60)CGs,B(zo,60) 站 G1 二 2. 从 而 得 zo 七 G1, 导 致 牙 盾 , 即 得 所 
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证 . 

(2) 必要 性 ” 设 G 是 开 集 .车 zoEGNE, 则 zoEG 且 zo€E. 故 存 
在 bo>0, 使 得 ECzo,5o) 全 BCG. 如 果 roE 匹 ,那么 zEGnECG 站 E， 
得 证 ;如 果 zo€ E' ,那么 存在 {zx.}CE: zs 一 rzo(n 一 co). 从 而 知 存在 no， 
zn€ Boln 之 no) ,这 说 明 zcEG 匹 . 

充分 性 ”车 对 任意 的 ECR", 有 GNECGANE, 则 取 E=R"\G, 可 
得 GNR"GCGN (RMNG)=. 因 此 ,如 果 zER"G, 就 有 zxER"G. 这 
说 明 R"G 是 闭 集 , 而 G 是 开 集 . 

(3) 因为 Ff 会 互 是 闭 集 ,G 会 (E'): 是 开 集 ,又 由 题 设 知 ENE'= 
名 ,所 以 我 们 有 

FNG=EN(CE) = (EN(ED)) UYU (E'N (ED)) = E. 

(4) 设 zo€ 4, 则 存在 xz'EG, 使 得 zo€ Blzx',ro). 注意 到 G 是 开 
集 , 故 存在 >>0, 使 得 B(z' ,8 )CG. 再 取 xr'EBCz ,6) 上 且 x 关 x 以 及 
Iz 一 zo| 过 ro, 从 而 有 zo€ B(xz”,ro) C4. 由 此 易 知 ,存在 go 之 0, 使 得 
BCzogo)C4, 即 4 是 开 集 . 

(5) 对 于 任意 的 yEF, 由 于 y€E G, 故 知 存 在 3,0, 使 得 B(y,6,) 
CG. 因 为 {B(y,6,/2): yEF)} 组 成 已 的 一 个 开 覆 盖 , 所 以 根据 有 限 子 
槛 盖 定 理 , 存 在 y19y2，"… ym 五, 使 得 


nm 8,, 
FC 口中 > 学 四 
于 是 ,每 一 个 yEF 至 少 属于 某 个 BCys,6,,/2), 且 y 与 G* 中 的 任 一 点 


z 之 间 的 距离 为 
ly zl lz— yo ly oy|>6,— 6,/2= 6,/2. 


现在 取 


0 = Tmin(d,, ,60,0,.}, 


则 当 |zl<5 时 有 yy 十 zEG, 即 FF 十 {rz}CG. 
例 12 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) R? 中 的 开 集 全 体 之 基数 是 <. 
(2) 设 (Fe: cETI=(0,1)} 是 一 族 闭 区 间 , 则 点 集 五 一 
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UU 六 是 可 数 集 . 
eaET acE 了 
(3) 设 [= {[as,6.]: aE€ 了 = [cs4]). 车 中 任 两 个 元 即 两 个 闭 区 
闻 必 相交 , 则 (N [eb] 天 人. 
a€ 


(4) 设 ECR'. 若 对 任意 的 z,yEE, 均 有 (zx 十 y)/2EE, 目 六 关 2， 
则 EE 是 一 个 区 间 . 

证 明 (1) 已 知 R: 中 的 二 进 半 开 闭 方 体 全 体 是 可 列 集 ,而 任 一 开 
集 均 与 一 列 半 开 闭 二 进 方 体 对 应 , 即 得 所 证 . 


C2) 因 L 六 是 开 集 , 襄 可 用 构成 区 间 表 示 为 | 记 一 (6) ,其 
a€ a€l n=] 
中 oan,B, 不 属于 Ui. 现在 ,对 任意 的 xzEE, 均 存在 a€ 17, 使 得 
a€l 


zE FozEE 和 .我 们 取 no, 使 得 记忆 (a,B,). 若 FC(a,B,), 则 所 
,矛盾 . 因此 ,z 二 a 或 .从 而 有 


UF\UEc U {eb}. 
eaE7 a€l n>1 
即 得 所 证 . 
(3) 取 定 [a。 ,6b。,]ET, 则 对 任意 的 a€7, 均 有 [aosbs] 站 [a ,b,j] 关 
2. 易 知 a.<b (aE7T), 这 说 明 T 中 所 有 的 元 ( 闭 区 间 ) 的 左 端 点 全 体形 
成 一 个 有 上 界 的 点 集 . 现在 记 M=sup {a。: [as,b],cET)， 下面 指出 ， 
M ef [as,5sj: 对 任 一 闭 区 间 [a。e,5.], 必 有 a。 二 M. 如 果 存 在 [as ,bs] 
ET, 使 得 b 二 M, 那 么 令 M 一 bs = 这 0, 由 MM 之 定义 可 知 ,存在 
[awv,bw]ET ,使 得 aw>>M 一 e>>bs. 从 而 我 们 有 
[ae。 ,bu] N [obo] = 2， 
矛盾 . 即 得 6 之 M(aE7), 证 毕 . 
(4) (i) 应 用 归纳 法 可 以 推 得 : 车 xz,yEE 且 k=0,1,2,…,2", 则 
得 
kz/2°+ (1—k/2yEE (EN). 
(ii) 由 题 设 可 以 假定 E 汪 [p,qj, 且 a€E,a>p. 令 c=sup{z: 7> 
pp 且 [p,zjCE), 显 然 [p,c)CE. 若 c<a, 则 可 取 ao€EE, 使 得 c<ao 以 
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及 (p 十 ao)/2<c. 从 而 得 


因此 ,ED[p,(Cc 十 ao)/2) ,但 c<(c 二 ao)/2, 了 矛盾 .故我 们 有 ac, 这 说 
明 ED[p,aj, 即 E 中 比 p 大 的 点 均 落 在 以 为 左 端 点 的 区 间 内 . 同 理 
可 证 EE 中 比 g 小 的 点 均 属于 一 个 以 9 为 右 端 点 的 区 间 . 证 毕 . 

例 13 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 fEC(R'), 且 当 GCR' 是 开 集 时 ,f(G) 必 是 开 集 , 则 f(x) 
是 严格 单调 函数 . 

(2) 设 f(x) 是 定义 在 R: 上 的 单调 上 升 函 数 , 则 点 集 

= {zx: 对 于 任意 的 e>0, 有 f(zx+e) 一 f(z 一 e)>0) 

是 R' 中 的 闭 集 . 


(8) 设 Ptz,y) = Dazy 是 zwy 的 二 元 非 零 多 项 式 , 则 点 集 


EE=({(z,y) € R:: P(z,y) = 0} 无 内 点 . 

证 明 (1) 考查 开 区 间 (a,6)CR'. 因为 f((a,b)) 是 开 集 ,所 以 
f(x) 在 [a,5] 上 的 最 大 、 最 小 值 必 在 端点 a,b 上 取 到 . 假定 f(a) 过 
了 (5), 则 对 于 a<z<6, 必 有 f(a)<f(z)<f(b). 

(2) 考查 点 集 R'\E 二 {rER!: 存在 e,f(z 十 e) 一 f(x 一 e) 二 0), 易 
知 若 zo€ R'\E, 则 存在 eo 二 0, 使 得 
f(xzot+e) = f(r0— ef) ES frote), Ilr—rl<e. 
这 说 明 f(z) 在 (zo 一 eo,zo 十 eo) 上 是 一 个 常数 ,zo 是 内 点 ,R'\E 是 开 
集 , 即 EE 是 闭 集 . 

(3) 注意 ,车 包头 多 , 则 存在 (zxo,yo) E 记 ,以 及 56>>0, 使 得 (x，y) €E 


E, 即 P(x,y)=0( NV (zz 一 zo)2 十 (y 一 y)2<] .从 而 知 P(rz,y) 三 0, 子 


盾 . 


例 14 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 定 义 在 R" 上 , 则 fEC(R") 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 任 
意 的 :ER', 点 集 
E= {rE€ER": f(x)>1t), EE {rE€R': f(r)<t) 
都 是 开 集 . 
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(2) 车 G 是 R" 中 的 开 集 上 且 f(z) 定 义 在 G 上 , 则 对 任意 的 zxER'， 

点 集 
H= (xr€G: w(r) <i) 

是 开 集 . 

(3) 设 4,BCR", 且 有 ANB==B 门 4, 则 存在 开 集 G4,Gs: G4 
A,GsIDB, 有 HB Gaf\Gs=8. 

(4) 设 CC( 一 co,co) 是 无 上 界 开 集 , 则 存在 zxo>0, 使 得 G 包含 无 
穷 多 个 形 如 nzonEN) 之 点 . 

证 明 (1) 证 略 . 

(2) 不 妨 设 媚 关 好. 对 于 五 中 的 任 一 点 zo; 因 为 oy(zo)<t, 所 以 
存在 go>0, 使 得 B(zo,so)CG, 且 有 

sup{|f (xz) — f(r)|: zz € Blro60))} <i. 
现在 对 于 zE BCzo,6o), 可 以 选取 9 >0, 使 得 
B(x,0) C BCro,oo). 
显然 有 
sup{|f(z) — f(r")|: zz € Bl(r,0)} <i. 
从 而 可 知 w(z)<t, 即 
B(z0,60) CH. 

这 说 明 已 中 的 点 都 是 内 点 , 妃 是 开 集 ， 

(3) 由 题 设 知 , 开 集 4' 汪 B, 开 集 BB 汪 4. 从 而 对 任意 的 x€E A, 可 
作 B(z,6) 由 B= 名 ,以 及 B(xz,6)CB'. 令 G4= 【Blr,6,), 则 G4 

rzE4 


是 内 的 开 集 , 易 知 G4 二 4 且 Gan = 8. 
对 +t € 5, 作 BC,6.) mA4= ,有 目 使 BG,6.) C A 我们 记 Gs = 
BQ,6) ,Ga 是 开 集 上 且 Ge 二 B,Gam 4= 人 . 


EB 
(4) () 车 0<p<q, 则 易 知 存在 ,使 得 
[r,co) CC U (np ,ng). 
(ii) 对 mE N, 依 题 设 知 存在 ziE (0,9) ,以 及 自然 数 mn: n>m， 
mxzi€G. 因此 ,存在 闭 区 间 [p1,q1]CLp,qj, 使 得 
mz € G (对 任意 的 xz € [pi,q1). 
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再 以 [p1,q1] 替 换 [p,qj 的 角色 ,以 ni 替换 m 的 角色 ,重复 上 述 推 

理 过 程 ,可 得 
[p2,92:] C [ao n2t EG (ns > mr € [p:,92)). 

继续 这 一 过 程 ,我 们 有 闭 区 间 套 列 {[p,,q,]) ,其 公共 交点 即 为 所 求 . 

例 15 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 F(Gz) 在 R: 上 可 微 . 若 对 任意 的 AER!, 点 集 下 ={zER'， 
岂 (z) 一 } 总 是 闭 集 , 则 己 (z) 是 连续 函数 . 

(2) 设 f€EC([a,6]), 并 作 ( 右 升 ) 点 集 

G= {zx€ (a,b): 存在 ;>> ze) > f(z))， 

则 G 是 开 集 . 又 车 (a,B) 是 G 的 构成 区 间 , 则 f(a) 志 fC8). 

(3) 试 作 (0,1) 上 函数 f(x) ,使 得 对 任意 的 非 空 开 集 GC(0,1),G 
均 含 有 f(z) 的 < 个 连续 点 以 及 c 个 不 连续 点 . 

(4) 设 fEC(R'). 若 存在 4 汪 0, 使 得 

[f(z)— fF)|Ahr—y| (zr,y € R'), 

则 值 域 RC(f) =Ri. 

证 明 (1) 由 题 设 知 点 集 

G=G UG 人 AE{r€ER: f(z)>ANYU {rER: f(r)<N) 

是 开 集 , 且 根据 (xz) 具有 中 值 性 , 故 G1,G; 均 为 开 集 , 由 此 知 广 (z) 是 
连续 函数 

(2) 显然 ,G 是 开 集 . 现在 ,对 zE (a,B), 作 

E: = {t € [zx,p]: f(2) > f(z)}, 

易 知 已 中 有 最 大 点 , 记 为 zi 若 z1 过 B, 则 由 xz1E E: 可 得 BEE,. 因此 ， 
了 (Bf(z) 志 f(z1). 因 为 <xy<<B, 所 以 xz1EG. 即 存在 6:& 之 zi, 使 
得 f()>f(z). 

(i) xz 过 <B. 由 于 EE:,f(§) 达 f(z), 故 知 f(zi) 达 f(x). 这 不 
能 成 立 . 

(ii 6>B. 由 于 BEE,, 故 了 (6) 过 f(B), 也 推出 f(z) 过 f(x) 而 不 
能 成 立 . 

这 说 明 zi==B, 从 而 f(x) 三 f(B)(a<z<B). 若 令 rc 十 ,我 们 有 

Fa) = Fa 十 ) 过 C8). 
(3) 对 每 个 zE (0,1), 作 二 进位 小 数 展开 式 : z 一 0. aiaz…a…, 且 
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令 函 数 为 
Fd 1/(m 十 1)， z 展 式 中 出 现 z 个 1， 
0， 工 展 式 中 出 现 无 穷 多 个 1. 
(4) (i) 设 wx 一 Cr 一 yo(C-co), 则 由 
[FOE = f(a A = a) zzeE 有 7 
可 知 , {zs} 是 Cauchy 列 . 从 而 我 们 有 limzt 一 zo, 即 yo 一 limf (zi) = 
了 (zo). 这 说 明 R(f) 是 闭 集 . 
(ii) 由 题 设 知 f 是 一 一 映射 . 因此 ,f(z) 是 严格 单调 函数 , 且 R(/) 
是 开 集 . 
因为 RC 了) 既是 闭 集 又 是 开 集 , 故 RC(f)=R!. 
例 16 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 fECC[0,o0)). 车 对 任意 的 x0, 存 在 极限 limf (nx), 则 
存在 极限 lim f(z). 


(2) 设 fEC"([a,5]). 若 不 存在 zE [a, 的 ,使 得 FCz) 一 户 (z) 一 

0, 则 存在 gE€C" ([a,65]) ,使 得 
f(r)g'(z)— f(r)g(r)>0 (a<r<b). 

(3) 设 fEC(R') 且 是 一 一 映射 ,又 有 zoER:, 使 得 f(xo) 二 zo. 若 

成 立 等 式 
fl(2rz— f(r))=zx (reER)， 

则 f(x) 三 z. 

证 明 (1) 反 证 法 . 假定 不 存在 极限 lim f(z), 则 存在 a,b: a< 
0 使 得 点 集 

G,= {rz>0: ff(7) <a}, G,= (zz>0: f(z) > 6} 

是 无 界 集 . 因为 G。,Gs 是 开 集 ,所 以 存在 zo, 使 得 G。,Gs 含有 无 穷 多 个 
形 如 nzoln€N) 的 点 .由 此 知 不 存在 极限 limf Cnzo). 这 与 题 设 矛 盾 . 
证 毕 . 

(2) 作 点 集 E= {zxE€ [a,5]: f(x)==0}, 若 是 无 穷 点 集 , 则 存在 
zo EE' ,使 得 f(zo) = 二 广 (zo) 二 0. 这 与 题 设 蔬 盾 , 故 EE 是 有 限 集 . 由 此 
知 存在 多 项 式 P(z) ,使 得 户 (z)P(z) 一 一 1(zE 鳌 ). 从 而 有 开 集 C 卫 
已 ,使 得 
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(xz)P'(z) 一 己 (z)P(z) >0 (rzEC). 
对 )>>0, 作 函数 gx(z)=xf(z) 十 4P(z)(ax<b), 则 
f(r) (zx) — f(r)gr) 
= f(x) + Af DP' Cz) 一 万 (z)P(z)]. 
易 知 当 zEG 时 ,上 述 表 示 式 是 正 的 . 因为 f(z)P'(z) 一 (zx)P(z) 在 
[ae, 妇 上 是 有 界 函 数 ,所 以 对 于 充分 小 的 A 值 ,jz)gi(Cz) 一 户 (z)gaCz) 
在 [a,bJ\G 上 是 正 值 . 

(3) 首先 , 作 点 集 F= {rz€ER': f(x) 二 xz), 且 假 定 F 关 R', 则 设 
tEF, 则 存在 r 关 0, 使 得 f(t)=t 十 r. 因为 f 是 一 一 映射 , 且 有 
f[2zx 一 f(x)]=zx, 所 以 得 到 

f[2G 十 >) 一 Ge 二 r)] 一 上 十 rr 一 Gt)， 
2 十 2r 一 tc 十 r) 一 上 fuet+r)= +7)+r. 
假定 对 kEN, 有 f(t 十 kr)==(t 十 hr) 十 7, 则 根据 
fl2CG 十 (十 1)r) 一 At 十 人 十 1)r)] 
=t 二 (二 Dr= f(t+kr) 
可 知 (注意 一 一 对 应 性 质 )， 
2 十 2 十 Dr 一 FL 十 (十 1)r] 一 上 十 休 ， 
FL 十 (十 1)m 门 二 上 十 (十 1)r 十 ~ 
依 归纳 法 ,这 说 明 对 任意 的 n 均 有 
f+nr)= (+nr)+r. 

其 次 ,因为 是 闭 集 ,所 以 可 设 z,.EF 是 下 的 边界 点 . 如果 存在 

XER!,f(z) 关 zx, 那 么 令 e=|f(z) 一 +|>>0, 存 在 e/4 宇 6>>0, 使 得 
[1f()— fn <e/4 (一 zl|<<9)， 
此 外 又 存在 7: 0<7<6, 使 得 |f(w) 一 f(z0)1<6 (lo 一 zo|<<7). 

现在 取 1E (xo 一 7,zxo 十 四 ) ,使 得 f(z) 关 1, 则 有 

0<If@W -tS If — fr)|+t |f(zo) — il 
=|f() — fr)|t+ lz mt| <d+7 e260. 
令 r= GD) 一 上 由 于 0<<|r|<26, 故 存在 ”使 得 :十 arE (x 一 6,z 十 6). 
但 是 f(z 十 nr7)==(t 十 nr) 十 r. 因此 有 
e=|f(z)— zl lf) 一 Ac 十 mr)| 十 Gd 十 mr) 一 z| 
<e/4 十 14 十 mr) 十 r 一 zl| 秋 se/4 十 | 十 mr) 一 zl 十 |r| 
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<e/4 十 SG 十 28<s/4 十 se/4 十 e/2 一 < 
导致 矛盾 . 即 必 有 f(z) 三 zz. 
例 17 试 证 明 下 列 命题 : 


(1) 设置 级 数 Saz"， pe 在 I 二 (一 R,R) 上 收敛 , 且 今 


n=0 


E= {ze 1: Sar = 06.). 若 多 人 了 和 好 , 则 oa 一 on 一 0， 
1，2,……). 

(2) 设 < 之 zs 过 …< 达 zs 是 nn 次 多 项 式 P(z) 的 n 个 不 同 实 根 ,4>>0 
并 作 点 集 

E= {x €R!: P'(r)/P(z) > 1}, 

则 EE 是 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 之 并 集 , 且 这 些 区 间 的 总 长 度 为 n/4. 

证 明 (1) 记 c= au 一 名 (2 一 0,1,2,…),7(Cz) 一 Des 则 
f(x) = 0(z € EE). 又 记 4=E' 门 1,B = 六 4, 易 知 召 是 开 集 , 且 
I=AUB. 

设 zo,€ 4, 则 将 f(z) 在 z=xzo 展开 为 


f(z)= Sa 一 zo)"， |z—zol<R— lzol. 
若 存在 最 小 的 自然 数 &, 使 得 di 关 0, 则 我 们 有 


f(z) = Dd(z — zo = (7 — xo) gl7), 


n=k 


8(7) = Ddirnlrt zr)", Iz—zol<R- lol. 


m=0 


因为 g(z) 在 zx=xzo 处 连续 ,g (zo)==di 隆 0, 所 以 存在 63 汪 >0, 使 得 
lg(z)| 关 0(1zx 一 zo1<6). 从 而 有 f(z) 头 0, 这 与 zoE€E' 牙 盾 , 故 有 dd， 
二 0(n 二 0,1,2,…). 这 说 明 f(z)=0(|z 一 zo|<R 一 |zo1), 即 4 是 开 
集 . 由 此 又 知 ,B== 儿 .注意 到 fEC(T), 故 有 ACE,E=7. 最 后 ,我 们 得 
出 : f(z)=0(zE7D), 即 c=0, 证 毕 . 

(2) 因为 我 们 有 


Pa) _1 
/n= FH- 
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~ 1 
7 注定 3 
f'(z)= > Cai< 


所 以 f(z) 在 区 间 ( 一 oo,z1), (zi,X2),…， (ziyz) 上 递减 ， 易 知 在 
(一 00,z1) 上 f(z)<0, 而 在 (z1,7T2)，… 《zs_1,zr) 上 ,f(z) 之 值 都 从 接 
近 十 co 到 接近 一 ce. 因此 存在 
tb €E (zyzi+i) (& 一 1, 2 一 1)， 如 GE (zco)， 
7) = f(t2) = = f() = 4, 
即 一 1,2,…，) 是 方程 MP(z) 一 PCz) 一 0 的 根 . 
因为 车 令 P(z) 一 aoz" 十 aiz 一 十 … 十 as, 则 易 知 
下 十 十 十 ,二 一 a1/ao， 


二 
所 以 可 得 六 一 aa) 一 na/ 
k=1 


例 18 试 证 明 下 列 命题 , 
(1) 设 闭 集 FCR': 是 一 族 半 开 闭 区 间 的 并 集 : 下 一 U 《a5bj; 则 
a€ 


下 是 其 中 可 数 个 半 开 闭 区 间 之 并 . 

(2) R? 中 的 开 圆 G 不 能 表示 成 可 列 个 互 不 相 重 闭 圆 盘 之 并 . 

(3) 设 有 R! 中 的 闭 集 下 以 及 开 集 列 {G,)}. 若 对 每 个 n,G, 站 在 下 
中 稠密 , 则 | 站 G,] mi 在 中 而 密 . 

证 明 (1) 记 G= ja 加), 由 于 G 是 开 集 , 故 G 是 可 数 个 构成 区 

AET 
间 的 并 集 , 旦 每 个 构成 区 间 均 含 于 某 个 (aiyb) 之 中 . 从 而 存在 {为 } ,使 
得 G= UU (eb). 
用 1 


记 f=(1: bEG}, 车 有 (ax ,bxj]C (larybj], 则 我 们 可 将 (ax ,bx] 从 
并 集中 使 去 . 易 知 当 ,ET 上 且 XW 关 时 ,有 (ax,bx] 站 (ax,bx] 二 2 
(否则 ,6 或 bwEG). 注意 到 不 交 区 间 是 至 多 可 列 个 , 故 T。 是 可 数 集 . 从 
而 我 们 有 


F= | U cug] U | Uy cu] . 
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(2) 证 略 ( 类 似 命题 前 面 已 解 过 ). 
(3) 任 取 xzEF, 记 I=(z 一 6,z 十 6)(6 之 0). 由 于 GF 在 下 中 稠 
密 , 故 存在 [ai,b1], 使 得 
[eh CING, (ab) 站 开关 分. 
对 C: 以 及 (a ,6), 同 理 可 知 存在 [az,b] ,使 得 
[as,p]C (ap NN Gs, (asp) 门下 天 分. 
依次 对 G:,G4,… 做 下 去 ,可 得 闭 区 间 列 {[La,b]} ， 
[ab 站 正字 [os 站 下 (=1,2,.); 
GF[abJN FCG, (n=1,2,.). 


根据 闭 区 间 套 定理 ,可 知 存在 $€ 们 [e,,6"], 以 及 


éE€EF=F, EIN 


例 19 解答 下 列 问 题 : 

(1) 设 在 R" 中 {C。} 是 巨 的 一 个 开 歼 盖 , 试 问 {C.} 能 覆盖 巨 吗 ? 

(2) 设 KCR" 是 紧 集 , {G4} 是 的 开 ( 球 ) 覆 盖 , 试 证 明 存 在 ev> 
0, 使 得 对 任意 的 xE 天 ,BCzyeo) 必 会 于 某 个 Gi 中. 

(3) 设 有 递增 开 集 列 : CC G: CC … CGeC…CR", 且 C= 


出 G4, 试 证 明 对 任意 的 有 界 闭 集 玉 CCG, 必 存在 bo, 当 上 之 如 时 ,有 G 
DF. 

(4) 设 ECR". 车 对 任意 的 zEE, 均 存在 开 球 B,, 使 得 EB, 是 
可 数 集 , 试 证 明 EE 是 可 数 集 . 

解 (1) 不 一 定 .例如 EE={(zx,y) ER’: z€ER!,y>>0), 用 位 于 上 
半 平 面 内 (有 理 ) 开 圆 ( 以 有 理 点 为 中 心 , 正 有 理 数 为 半径 ) 全 体 {Ge} 加 
以 屠 盖 匹 , 而 {Ce) 不 能 覆盖 巨 = {(z,y): xER',y 之 0). 这 是 因为 每 个 
Gi 与 Oz 轴 至 多 一 个 交点 . 

(2) 反 证 法 . 若 结论 不 真 , 则 对 于 nEN, 总 存在 zsE 天 ,使 得 开 球 
B(zs,1/n) 不 含 于 任 一 Gi 中 . 因为 天 是 有 界 闭 集 , 所 以 存在 {z,} 的 极 
限 点 zo€ KK. 从 而 存在 ,eo 之 0, 使 得 B(zoveo)CGu. 现在 令 N; N> 
2/eo, 并 取 n>NN ,使 得 |zo 一 z,| 过 eo/2, 即 知 


en Ue. 
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BCzl/m) C Blro,e) C Gr. 


导致 矛盾 ,因此 命题 结论 成 立 . 

(3) 直接 应 用 有 限 覆 盖 定 理 . 

(4) 作 开 球 列 {Gi} (有 理 点 为 心 , 止 有 理 数 为 半径 ), 则 对 每 一 个 
B:, 均 存在 Gs,: +E Gi,CB:. 我 们 选 其 中 最 小 指标 者 ,并 仍 记 为 ;, 那 


么 一 切 Gi(zE) 全 体 为 可 数 个 ,又 Gi.NE 为 可 数 集 , 而 | Gi| NE 
EE 


二 E. 证 毕 . 
例 20 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 {Fe} 是 R" 中 的 一 族 有 界 闭 集 , 若 任 取 其 中 有 限 个 ，F。， 


FE。 都 有 | Fs,#¥G,M (FAG. 
‘=1 a 
(2) 设 {F。} 是 R" 中 的 有 界 闭 集 族 ,G 是 开 集 且 有 门 f.CG, 则 


{F。} 中 存在 有 限 个 ， FF ,使得 用 FCG 

证 明 (1) 反 证 法 . 假定 站 F.= ZY, 则 令 G， = R"\F,( 开 集 ), 并 取 
定 一 个 ,注意 到 站 | 门 一 7, 易 知 {G.) 构成 ,的 一 个 开导 
给 .根据 有 限 覆盖 定理 可 知 ,存在 有 限 个 开 集 ，G,G。 ,……G，, 使 得 
忆 C 吕 Gu 由 此 知 Fn RE 门 … 站 P= 纪 , 这 与 题 设 矛 盾 , 证 毕 . 

(2) 因为 我 们 有 

neeneo=|naj nc' = 多， 

而 FNG 是 有 界 闭 集 ,所 以 根据 (1) 可 知 ,存在 有 限 个 : F。 由 GP 站 
GPNG, 合 得 人 (Ps Nn GD) 一. 即 | 间 5。] nc .这 说 
明 MN, CC. 


例 21 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 ECR" 中 每 点 都 是 巨 的 孤立 点 , 试 证 明 瓦 是 某 开 集 和 闭 集 
的 交集 . 
(2) 设 下 CR* 是 有 界 闭 集 ,G; C R"G = 1,2,…,m) 是 开 集 , 且 有 


下 亡 G., 则 存在 闭 集 严 GE = 1,2,…,m), 使 得 FCC GG = 1,2,…， 
iml 


m), 且 有 F = U F. 
(3) 设 {f.(z)} 是 R' 上 非 负 渐 降 连续 函数 列 . 若 在 有 界 闭 集 F 上 
六 (z) 一 0Oco), 则 廊 (z) 在 下 上 一 致 收敛 于 零 . 
证 明 (1) E=EN(E').. 
(2) 设 zEF, 则 zEG,. 从 而 存在 9.>0, 使 得 BCz,5.JCG, .注意 
到 {B(x,6.)}) 是 下 的 开 覆 盖 , 故 存在 有 限 个 开 球 ( 记 为 ): 
Blzi,6s) (i = 1,2,% ,10), 


F CU B80,). 
i=l 
现在 ,对 每 个 k=1,2,…,m, 记 H 是 包含 于 Ge 中 的 那些 闭 球 
B(xi,6:) 的 并 集 , 易 知 Hi 是 闭 集 , 且 有 
Hi CG (k= 1,2,%,m), Uman. 


=1 
再 记忆 = 人 介 F==1,2,… ym) ， 则 Fi(k 二 1,2,…,m) 是 闭 集 . 从 而 我 
们 得 到 


F=UF, FCG, (= 1,2,m). 
(3) 由 题 设 可 知 ,对 任意 的 xzEF 以 及 e>0, 存 在 自然 数 指标 n, 使 
得 f(x)<e. 因为 f(z) 是 连续 函数 ,所 以 存在 6:>>0, 使 得 f(t)<e(i€E 
B(z,6:)). 注意 到 {B(z,6;)} 是 下 的 开 覆 盖 , 故 存在 有 限 个 开 球 
Blzi,64) (= 1,2,%,m), 
Kes U Blzxi,6.). 
i=1 


记 与 zx 相应 的 自然 数 指标 为 n:G==1,2,…,m), 则 令 N= 二 max {n,n2， 
… nm) ,我 们 得 到 
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f(z) <e n>N,zrER). 
这 说 明 {f(z)) 在 上 一 致 收敛 于 0. 
例 22 设 ACR", 令 EE=【] B(z,eo) (eo 之 0), 试 证 明 下 列 命题 : 


xz€EA 

(1) 车 4 是 开 集 , 则 EE 也 是 开 集 . 

(2) 若 4 是 闭 集 , 则 EE 也 是 闭 集 . 

证 明 (1) 设 zo。€ E, 则 存在 TE€ A,zxo€ Blz,eo). 若 roE€ 
B(xz,eo), 则 zo 是 羽 的 内 点 ;车 zoEB(r,eo), 则 存在 a 之 eo/2, 以 及 
EB(z;,e0) 且 |zo 一 zx' | 过 e'. 由 此 知 zo€ B(x' ,eo). 证 毕 . 

(2) 设 zEE(nEN) 且 一 zoln 一 吕 ), 则 存在 y,€ A(nEN)， 
| 一 zs|<eo, 因为 有 M>0, 使 得 

ly 一 zol 和 | 一 z 十 lz 一 zol 委 M， 
所 以 存在 (加 ): 和 一 yo 一 co). 从 而 又 有 |zo 一 yo| 委 so, 即 zo€ E,E 
是 闭 集 . 


1.2.3 Borel 集 、 点 集 上 的 连续 函数 


基本 内 容 
(一 ) Borel 集 


定义 1 (F。,Gs 集 ) 若 ECR" 是 可 数 个 闭 集 的 并 集 , 则 称 巨 为 Fo( 型 ) 集 ; 若 
ECR" 是 可 数 个 开 集 的 交集 , 则 称 已 为 Cs( 型 ) 集 . 

定义 2 设 卫 是 由 集合 X 中 一 些 子 集 所 构成 的 集合 族 且 满足 下 述 条 件 : 

(iD 人 ET; (说 若 AET, 则 A‘ET; 


iD 车 4.ET(n=1,2,…), 则 【4sET， 
a 


这 时 我 们 称 了 是 一 个 o- 代 数 . 
由 定义 立即 可 知 下 述 事实 ， 


(iD 阁 4.ET(m=1,2,…m), 则 (AETs 
(说 若 4,ET(n=1,2,…), 则 > 

Naer, limA. ET, limA, € T; 
Gii) 着 4,BET, 则 A\BET; (iv) XET. 


定义 3 (生成 -代数 ) 设 三 是 集合 X 中 一 些 子 集 所 构成 的 集合 族 , 考 虚 包 
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含 三 的 o- 代 数 矿 ( 即 若 AEZ, 必 有 AET, 这 样 的 丁 是 存在 的 ,如 .多 (X)). 记 包 含 
的 最 小 o- 代 数 为 (2). 也 就 是 说 ,对 任 一 包含 了 的 a- 代数 夏 ,车 4ET(5), 则 4 
ET ,我 们 称 P(3) 为 由 卫生 成 的 c- 代 数 . 

定义 4 由 R" 中 一 切 开 集 构成 的 开 集 族 所 生成 的 c- 代 数 称 为 Borel -代数 ， 
记 为 多 . 多 中 的 元 称 为 Borel 集 . 

显然 ,R" 中 的 闭 集 、 开 集 、F, 集 与 Cs 集 皆 为 Borel 集 ; 任 一 Borel 集 的 补 集 是 
Borel 集 ;Borel 集合 列 的 并 、 交 、 上 (下 ) 限 集 皆 为 Borel 集 . 例如 Fw 集 (可 数 个 F。 
集 的 交集 ) 是 Borel 集 . 


(二 ) 点 集 上 的 连续 函数 


定义 5 设 f(z) 是 定义 在 ECR" 上 的 实 值 函数 ,zo€E E. 如 果 对 任意 的 >0， 
存在 68>0, 使 得 当 z€EENB(zo,6) 时 ,有 
If(z) — f(z)| <e, 
则 称 f(z) 在 z=zx。 处 连续 , 称 zo 为 了 的 一 个 连续 点 (在 ze 巳 已 的 情形 , 即 zo 是 EE 
的 孤立 点 时 ,f(z) 自 然 在 z=zxo 处 连续 ). 若 无 中 任 一 点 皆 为 了 的 连续 点 , 则 称 
f(z) 在 EE 上 连续 .我们 记 上 的 连续 函数 之 全 体 为 C(E). 
显然 ,关于 CC(E) 中 的 函数 ,同样 也 有 类 似 四 则 运算 的 性 质 ,也 不 难 证 明 下 述 
事实 (证 明 从 略 ) : 
设 正 是 R" 中 的 有 界 闭 集 ,FE CCF), 则 
(i) f(z) 是 上 的 有 界 函 数 , 即 f(F) 是 R: 中 的 有 界 集 ; 
(ii) 存在 zo€ 局 ，yoE ,使 得 
flz0) = sup{f(z): 7 EF}, f(yo) = inf{f(z); xz € F}s 
(iii) f(x) 在 F 上 是 一 致 连续 的 , 即 对 任 给 的 e>0, 存 在 8>>0, 当 x',x"EF 且 
|z' 一 z”|<6 时 ,有 
lf(z) — f(a < 
此 外 , 若 ECR" 上 的 连续 函数 列 { 产 (z)} 一 致 收敛 于 f(z), 则 f(x) 是 EE 上 的 
连续 函数 . 


定理 (Baire) 设 ECR" 是 F。 集 , 即 E 二 |] Fi, Fi(k=1,2,…) 是 闭 集 .车 
每 个 FF, 皆 无 内 点 , 则 无 也 无 内 点 . 


定义 6 设 ECR". 若 互 =R", 则 称 忆 为 R" 中 的 入 密集 ; 若 琶 = , 则 称 E 为 
R 中 的 无 处 稠密 集 ; 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 集 称 为 贫 集 或 第 一 纲 集 . 不 是 第 一 纲 
集 的 称 为 第 二 纲 集 . 
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典型 例题 精 解 

例 1 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 {F.} 是 Ri 中 的 一 个 闭 集 族 . 车 对 任意 的 指标 <,B, 必 有 F。 
己 Fs 或 FaCF.( 称 {F.) 是 一 个 链 ), 则 (J .或 只 是 {F。) 中 可 数 个 的 并 


集 , 或 是 闭 集 . 
(2) 设 GDDGDD…2DGDDP… 是 Re 中 一 个 Gs 集 列 ,ECR". 若 
limGiAE=Z ,GINEG UEN), 则 EE 是 Gs 集 . 


(3) 设 ECR', 则 f: R'>R! 在 E 上 的 图 形 集 
G/= {(z,y): y= f(z),7 € E} 

是 Gs 集 . 

证 明 (1) 假定 F. 不 是 可 数 于 族 的 并 集 , 则 设 z € 【FF。 且 zx 
所 UF., 并 作 开 球 列 

B(x,1) DB(zr,1/2) DO DD Blz,1/n) IO…, 

那么 对 每 个 n € N, 就 可 选 F。E {F.} ,使 得 Fe 站 B(z,1/n) 隐 2， 
UU。 关山 F.. 从 而 存在 Fs Fp E {F.) ,使 得 丁 民 UE。 但 由 古 设 
n> a n=l 


知 Fy 汪 PCn€ N) ,由 此 知已 忆 LUF。. 这 说 明 zre Lj F., 即 UF. 是 
闭 集 . 于 
(2) 记 万 。 一 No, 我 们 有 
HAE = (HNE) U GENE 
-| 用 eve ulUeeseo|， 
注意 到 
lim(GNE) C lim(G.AE) 一 儿 ， lim(E\G) = 2, 


ba N 
MN ND = lim MN GNE) C lim (Gn\E), 
N= k=m N= 


=m 
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~ N 
U EG6) = lim U EG) = lim (E\Gw), 
=m 了 =m ecg 


可 知 Ha 人 AE= (mEN). 因 此 ,HnUE=Hn 站 E(mEN). 即 H,= 
ElmEN),E 是 Gs 集 . 
(3) 对 nEN ,我 们 作 点 集 


B= (rE ELS<fn < 和 二 jx[ 生 二 | ey, 


并 令 B， =- 出 2， 则 Gr= 门 到 


例 2 试 证 明 下 列 命题 

(1) (函数 连续 点 的 结构 ) 若 f(z) 是 定义 在 开 集 CCR" 上 的 实 
值 函 数 , 则 f 的 连续 点 集 是 Gs 集 . 

(2) (连续 函数 可 微 点 集 的 结构 ) 若 f(x) 是 R!1 上 的 连续 函数 ， 
则 /的 可 微 点 集 是 FF。 集 . 

(3) 设 f; R >R', 则 点 集 E 二 {xER': lim/(1) 存 在 ) 是 G; 集 . 

(4) 设 ECR', 则 Xe(z) 是 f,EC(R')(nEN) 的 极限 之 充分 必要 条 
件 是 : EE 是 F。 集 ,也 是 Gs 集 . 

证 明 (1) 令 wr(z) 为 了 在 z 点 的 振幅 , 易 知 FCz) 在 zx=zo 处 连 
续 的 充分 且 必 要 条 件 是 wr(zo) 一 0, 由 此 可 知 f(x) 的 连续 点 集 可 表示 为 
N (ze G: wz) < i). 
k=l 
因为 {rEG: wr(z)<1/} 是 开 集 ,所 以 f(z) 的 连续 点 集 是 G6; 集 . 

(2) 我 们 只 需 证 明 f 的 不 可 微 点 集 是 可 列 个 G; 集 的 并 集 . 引用 
上 、 下 导数 的 概念 , 则 其 不 可 微 点 集 就 是 下 述 三 个 集合 的 并 集 : 

> {er im LS= Ja) 一 mA =A2), 


而 {= fe) 


ra 


=+ oo); 
m2 一 二 本 “~). 
之 一 


za a 


现在 令 Q 是 R: 中 有 理 数 集 , 则 上 述 集合 又 可 表示 为 
4= U le tm {DL ,<R< Im = | 


rmREQ 全 a 


cle 
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- 则 人 全 = 各 < 


NM (a: m2 =/ > 8)), 


B= la: mA > 中 
Jeb za 
-由 人 昭和 三 < 小 


从 而 我 们 只 需 证 明 对 任意 的 上 ER:, 点 集 

(a: a A = 三 Ze > 
是 Gs 集 即 可 ; 同 理 可 证 点 集 

{a: i (= = <: 


亦 是 Gs 集 . 
对 于 每 个 自然 数 与, 作 集 合 
Ge = (a: 存在 满足 0< |z 一 a| < 目的 z， 
f(z) — f(a) 1 
使 得 rz—a 全 }， 
则 由 /的 连续 性 可 知 ,G,. 是 开 集 . 易 知 
Ns. 二 一 (a: Em £2 =/® > 小 
(3) 记 ws(z) = sup{f(): 0<li—z| < — inf(f():0< 
| 9) 以 及 w(z) 一 limws(z), 则 点 集 {zE Ri: w(z)<1/n} 会 
E,(nE N) 是 开 集 .我 人 有 = {xzER': wz) 一 0) 一 站 EE,, 证 毕 . 
(4) 必要 性 ”只 需 注意 等 式 
=U N {z ER!: f(z) > 1/2} 


1 i 
iCs i 


,全 E R': fa(7) > 1/2}. 
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充分 性 ”假定 已 有 巨 一 UR.= NG cpr “是 闭 


集 列 ,G1 汪 G, 汪 … 是 开 集 列 . 我 们 作 太 EcGRn 如 下 ， 


AD 一 人 0<f(D 1 OEeN)， 
0， 工 E RING。， 
易 知 limf,(z) 一 Xe(z) CzER'). (参阅 1.2.5) 
例 3 试 证 明 下 列 命题 : 
(由 设 有 EC(RD(nEN), 则 E= {zE€R!; lmf(z) > 0} 是 了 
集 . 
(2) 设 fhECl([a,b])(n€EN), 且 limf(z)=f(z)(a<z<6). 则 


{TE[a,6]: f(z)<) 会 (XE R') 是 FF, 集 . 

(3) 设 有 EC(RY) EN), 则 E={zER": jim|fi(z)|= 十 o) 是 
Gs 集 . 

证 明 (1) 令 Fos={zER: f(z) 之 1/k), 则 下, 是 闭 集 .我 们 有 


(2) 注意 ,二 U U 和 {z€E [ab]: f(x)<A—1/k)}. 


k=1 m=1 n=m 


(3) 注意 ,E= AN N Ut rER": |fn(7z)|>k). 


lm=N 
例 4 解答 下 列 命题 
(1) 设 GCR! 是 G; 集 , 试 作 f:; R'>R!, 使 得 f(z) 的 连续 点 集 就 
是 G. 
(2) 设 闭 集 正 是 R* 中 的 Gs 集 , 试 作 /EC(CR") ,使 得 广 :(0)= 民 . 


解 (1) 不 妨 假定 G = 门 G., 其 中 G, 二 CC E N), 则 作 郴 数 为 
n=l] 


0， ZTEGCG， 
f(z) = 41/n, zeE (CNcuDnQ， 
—1/n, rE€E(GN\G)N RN\Q). 
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(2) 不 护 假定 严 = 门 G,, 其 中 CD Gu(t E N), 且 对 每 个 h, 作 
k=1 


函数 fi EC(R"): 
0， EF, 
1/k?, rER"G,, 


我 们 令 f(z) = S)Ji(z) 即 可 . (参阅 1.2.5) 


例 5 解答 下 列 命题 : 
(1) 设 A,BCR', 且 f€EC(4),fEC(B). 
(i) 车 4,B 都 是 开 集 , 试 证 明 f€EC(A4UB). 
(ii) 车 4,B 都 是 闭 集 , 试 证 明 f€EC(ANB). 
(2) 设 ,FCR' 是 闭 集 ,f(z) 在 Fi 以 及 F, 上 都 一 致 连续 ,试问 
f(x) 在 FiUF, 上 一 致 连续 吗 ? 
(3) 设 f(z) 是 定义 在 ECR" 上 的 连续 函数 ,对 任意 的 ER:, 令 已 
二 {Zz €: f(z) > 刁 , 试 证 明 存在 R" 中 包含 ,的 开 集 G,, 使 得 ,= 
ENG. 
(4) 设 {f,(z)} 是 定义 在 闭 集 FCR' 上 的 实 值 函 数列 . 若 每 个 
九 (z) 的 连续 点 集 在 FF 中 稠密 , 试 证 明 存在 zoE 忆 ,使 得 每 个 户 Cz) 都 
在 zx=zo 处 连续 . 
解 (1) 证 略 . ((i) 对 无 穷 多 个 开 集 亦 真 , (ii) 则 不 然 ) 
(2) 不 一 定 . 例如 设 ==N,F,=={n 十 1/n: nEN}, 而 
1，zER， 
2, XEF,. 
(3) 对 任意 的 zE E,, 即 f(z)>t, 根 据 了 的 连续 性 ,可 知 存在 6:> 
0, 使 得 当 yE 匹 站 BCz,6-) 时 ,有 COy)> 上 现在 作 开 集 
G, = UBCr,6.)， 


zx€E, 
因为 GE,, 所 以 ENGDE. 显然 ,对 上 述 每 个 B(x,6,) 来 说 ,有 
ENB(z,6,) CE,, 
从 而 可 知 ENG,CE,. 这 就 是 说 ,E, 二 EG,. 
(4) (i) 车 zo 是 下 的 孤立 点 , 则 结论 自然 成 立 . 
(ii) 设 下 无 孤立 点 , 目 令 ae…>e 二 … 一 0 (一 co). 首 先 ， 
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fil(z) = | OSfi EI/ (CEN)， 


f(x)= 


取 weE 忆 是 广 (z) 的 连续 点 , 则 存在 2 >0, 使 得 fi(z) 在 41=[ai 一 个 ， 
a 十 61j 门 F 上 的 振幅 w4(f)<a. 注意 到 4, 中 存在 f(z) 的 连续 点 5， 
故 有 7>0, 使 得 及 (zx) 在 B=[5 一 7,6 十 7] 作 FCAi 上 的 振幅 小 于 ex. 
其 次 ,在 B 中 取 f(z) 的 连续 点 a,, 则 存在 3,0, 使 得 f(z) 在 4: 一 
[as 一 62,4z 十 62J 仆 FCBC A 上 的 振幅 w4,(f2)<e. 自然 也 有 w4(f1) 
<<ez- 依次 又 有 as 及 63, 使 fz) 在 4s==[as 一 63,a3 十 03] 们 FCAs 上 的 
振幅 wa,(Cs)<e ,同时 又 有 wa 《fi)<es,w4(f2)<ez. 
继续 这 一 过 程 ,可 得 一 列 有 界 闭 集 {4,} ,在 A, 上 有 
Af) < sy oa fs) Se WA fi) < 


注意 到 门 A. 非 室 , 易 知 每 个 /.(z) 在 me 门 4, 处 连续 . 


例 6 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) fEC(R') 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 任意 的 KCR' 紧 集 ,/(K) 
必 是 R: 中 的 紧 集 . 

(2) 设 /EC(F)(nEN,FCR! 是 闭 集 ), 则 {f(z)} 的 收敛 点 集 巨 
是 型 集 . 

(3) 设 FC RI! 是 有 界 闭 集 ,f, € C(F). 若 f(z) 在 F 上 一 致 收敛 


于 f(z), 则 值 域 RCf) = 门 RG). 


hl 天 


证 明 (1) 必要 性 显然 . 现 证 充分 性 . 设 z,€ER!,zx,€ER'(nEN); 
Tnxoln 习 00), 则 KK 二 (zo,T,T2，,…) 是 R! 中 之 紧 集 . 依 题 设 知 
{f(xo) ,了 《x1) ,了 (xs),…} 是 紧 集 ,从 而 必 有 f(z) 一 f(zo) (noo0), 即 
f(z) 在 z=zo 处 连续 . 

(2) 对 自然 数 m,n,k, 作 点 集 


(&) 


E,, = {TE F: [fa(7) — f(z)| < 1/k}, 


则 由 题 设 知 ,EC 是 闭 集 . 若 记 EH 一 门 外, 则 E 是 闭 集 . 令 E 一 


EW, 则 Em 是 F。 集 .因为 E= 人 下 ,所 以 玉 是 下。s 集 . 
kl 


1 


(3) G) 设 yER(f), 则 存在 TEF ,使 得 f(z)=y. 我们 有 f(x) 一 
yn>o0) ,f(zZ)ER(f,)(nEN), 以 及 
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el URoy, RD Ef URcr， 
=] n= =] n= 下 


GD 设 ye 门 URO), 则 对 任意 的 hyE LU RC). 由 此 知 存 


在 {na} ,以 及 yx: wERC), 且 | 一 ?|<1/RCEEN). 

取 ziEF, 使 得 f(z) 二 ys, 从 而 存在 zi 一 rEF(i 一 00). 对 任 给 。 
>>0, 存 在 no, 使 得 |f,(zx) 一 f(x) | 过 e/2(n 之 no). 又 存在 ,使 得 
(f(z)—f(z) |<e/2G>n). 令 y=f, (rN=max{no,my), 则 当 # 
>>N 时 ,有 

ly — ADI EI) fr |+ fm) fn) < 
limy, =f(7)=y, 即 yE R(A). 

例 7 试 证 明 下 列 命题 

(1) 设 ECR", 则 fECCE) 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 ACE， 
必 有 Ca)CFC4). 

(2) 设 EC (一 co,co). 若 任意 的 EC(E) 都 是 有 界 函 数 , 则 已 是 
紧 集 . 

(3) 设 ECR". 若 任 意 的 fEC(E) 均 可 在 上 取 到 最 大 值 , 则 
是 紧 集 . 

证 明 (1) 必要 性 ”假定 fEC(E), 则 对 任意 的 ACE,B= 
1'(f(A4)) 是 闭 集 . 从 而 可 知 

ACFIf(A)I GHA = B， 
ACB, f(A) CfB) CHA). 

充分 性 ” 设 FCR" 是 闭 集 , 令 4=f7'(F), 则 由 f(3)CfC4) 可 

知 ,f(A)CF=F. 从 而 得 
ACf/'(F)=A, A=A/A. 
即 4 是 闭 集 , 故 f€C(E). 

(2) (i) 假定 天 站 (0,co) 是 无 界 集 , 则 取 f(x)=e*(xEE), 易 知 / 
EC(E) 但 无 界 ,因此 天 在 (0,co) 内 是 有 界 的 . 对 于 五 人 (一 co,0) 是 无 
界 的 情形 ,可 取 f(z)=e “也 可 得 出 矛盾 . 从 而 得 出 是 有 界 集 . 

(ii) 设 zoE E'. 如 果 zoEE, 那 么 令 f(r) 二 1/|z 一 zo|, 由 此 可 知 
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fAEC(E), 但 f(z) 无 界 ， 本 设 于 局 : 从 而 EE 是 闭 集 . 

(3) 参阅 (2). 

例 8 解答 下 列 命题 : 

(1) 设 FCR!. 若 对 任意 的 /EC(F), 必 有 gEC(R') ,使 得 g(x)== 
f(x)(zEF)( 即 可 连续 延 拓 到 R: 上 ), 试 证 明 下 是 闭 集 . 

(2) 设 ECRL,7F(z) 在 已 上 一 致 连续 , 试 证 明太 可 唯一 地 一 致 连 
续 延 拓 到 巨 上 . 

(3) 设 ECL0,1],fEC(E). 试 作 [0,1] 上 的 函数 g(x), 它 在 上 
连续 . 

解 (1) 反 证 法 .假定 有 {zx,}CF,zx 一 zoln 习 00), 而 zoEF, 则 作 
f(z)==1/|zx 一 zol(zEF). 易 知 fEC(F), 但 不 存在 gE€CCR'), 使 得 
g(7) 二 f(x)(zE FF). 这 是 因为 

g(x0) 一 limg (x,) = limf(z,) 一 十 co， 
所 以 导致 矛盾 . 

(2) 唯一 性 显然 ,下 面 指 出 存在 连续 延 拓 . 

设 zoEE' 且 {zi}CE,z, 阅 zoln 习 00), 则 对 任 给 e 汪 0, 依 题 设 知 存 
在 6>>0, 当 xz,z"EE 且 |z' 一 x"|<6 时 ,就 有 |f(z) 一 f(z |<e. 这 
说 明 {f(z,)) 是 Cauchy 列 , 故 知 f(r.) 一 y' ER!'(n 一 00). 

我 们 假定 存在 {i,}CE 且 一 zo, 使 得 {f(t,)} 也 是 收敛 列 , 且 记 为 
(tn) 一 y", 那 么 作 数 列 

{sa}: Sn = Xa, so 1 一 加 (EN)， 
则 得 5,>zobn 一 oo). 由 此 又 知 存在 极限 lims,, 故 y 一 多. 这 说 明 极限 
lim/(z,) 在 zs 一 zo 情况 下 与 特定 的 {z,} 无 关 . 从 而 我 们 定义 g: ER 
如 下 : 
FRY rEE\E', 
8(7) = limf(z,), zxEE' (zz,xn € E). 


现在 来 证 明 g(z) 是 一 致 连续 的 . 对 任 给 es 之 0, 取 6 二 0, 使 得 
[f(z) — ff <e (rt€EE,lr—t<O). 
若 ztE 已 , 且 |z 一 上 <, 则 取 {z)( 吉 )}: xz 一 tn 一 co). 易 知 
Iz —t l=> 1z—it| (n>00), 故 可 取 避 使 得 
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lz mt <6, |f(z) — fu) | <e (Ca 之 mo)， 
由 此 我 们 有 |g(zx) 一 gQ)|<e(lz 一 t1| <6), 即 g(x) 在 劾 上 一 致 连续 . 
(3) 对 zx.EE\E, 记 
limf(z) =1, limf(z) =L, 
mB mE 
并 取 位 于 4/ 与 工 间 的 任 一 值 作为 g(x。) 的 值 . 
对 zoE 巨 , 则 取 点 zx EE, 使 得 |x' 一 zoj 为 最 小 值 (参阅 § 1. 2. 5)， 
此 时 令 值 gCzo) 为 f(z'). 
对 zoEEE, 自 然 应 令 g(xzo)==f(zo). 
如 此 作出 g(x) 后 ,下 面 指出 zo€ EE 为 g(z) 的 连续 点 .因为 依 题 
设 ,对 任 给 s>0, 存 在 3>0, 有 
lg(z)— g(xz)| <e/2 (CE 天 ,jz 一 zol<0). 
对 满足 |x' 一 zol<6/2 之 xz"; 若 zx'EE, 则 |g(z') 一 g(zo)|<e/2; 车 
Zz" EE\E, 则 由 于 
im f(z) > f(z) — e/2, Timf(r) < f(zo) 十 e/2， 
mE mE 
故 得 |g(z') 一 g(xo)1 过 se/2<e; 若 zx* EE, 则 存在 riE 巨 ,使 得 
lz*—x|<6/2, g(x') = g(x). 
而 iz 一 xol 达 6, 故 |g(z') 一 g(xo) 1 二 e/2<e. 证 毕 . 
例 9 设 {f,(z)} 定 义 在 闭 集 FCR'! 上 ,是 每 个 f,(zx) 的 连续 点 在 
下 中 稠密 , 若 f(z) 在 上 一 致 收敛 于 f(x), 试 证 明 f(x) 的 连续 点 在 
五 中 稠密 . 
证 明 不 妨 假 定 z,EF 不 是 孤立 点 ,下 面 指出 ,在 任意 的 邻 域 1 
三 [zo 一 6,zo 十 61 站 RF 中 必 有 f(z) 的 连续 点 : 对 任 给 e 之 0, 存 在 m, 使 
得 |f,,(x) 一 f(z)1<e/3(zEF). 因 为 I 是 闭 集 ,而 且 每 个 f(z) 的 连 
续 点 集 在 正中 稠密 ,所 以 根据 例 5 之 (4) 可 知 ,存在 xiE Ta, 使 得 每 个 
J(z) 均 在 z 一 zi 处 连续 . 从 而 知 对 大 ,(z), 存 在 7 一 ?(zi,e) 之 0, 使 得 
[fi Cz) — flr) | <e/3 (rEN= {ron+ NF). 
因此 ,对 zE ,我 们 有 
lflz) — FD EID 一 六 CD) 十 PCzo — fz)| 
tf 7) — fz) < 
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即 得 所 证 . 

例 10 试 证 明 下 列 命题 : 

《1) 设 ECR", 则 XzECCR") 的 充分 必要 条 件 是 : E 是 开 集 也 是 闭 
集 . 

(2) 设 f(z) 是 Ri! 上 的 非 负 函 数 ,FCR"” 是 闭 集 . 若 视 f(z) 是 下 
上 的 函数 是 连续 的 , 则 函数 g(x) 二 f(z)。 Xs(z) 是 上 半 连 续 函 数 . 

证 明 (1) 充分 性 若 巨 既 开 又 闭 , 则 3E==. 从 而 Xe(z) 是 连 
续 函 数 . 

必要 性 ”假设 Xe(z) 连 续 , 则 易 知 3E= 好 .由 此 得 五 CE( 否 则 ,有 
XEE\ECR"\ECR"\E, 导 致 牙 盾 ), 即 是 闭 集 . 类 似 地 可 推 R"\E 是 
闭 集 . 

(2) 考查 EE= {XER!': g(7)<tER'). 

(GD tz0 时 ,EE,= 名 , 故 E, 是 开 集 . 

(ii) t>0 时 ,对 zo€ ,存在 6,>0, 使 得 

g(T) <t (rE (zo— oxo 00) NF). 

而 g(z)=0<i(zEF'), 故 (zo 一 00,zo 十 和 0)CE. 这 说 明 zxo 是 内 点 ,EE 
是 开 集 . 

例 11 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 {Gi} 是 R" 中 的 稠密 开 集 列 , 则 Co 一 De 在 R* 中 稠密 . 


(2) 设 AECCR") (k=1,2,…), 且 有 
limfi(z) = f(z), rE€ER’", 
则 f(z) 的 连续 点 集 是 Gs 型 集 : 
NN UE (DS), Be = (ER fn -1 <e). 


(3) 设 有 EC(R") (一 1,2,…), 且 有 
limfi(z) = f(r), rER'". 
则 f(z) 的 不 连续 点 集 为 第 一 岗 集 . 
证 明 (1) 只 需 指出 对 R* 中 任 一 闭 球 =B(z,6), 均 有 GofB 关 
好 即 可 .采用 反 证 法 : 假定 存在 闭 球 B= 二 B(xo,6o) ,使 得 Go 人 有 = 他， 
则 易 知 
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= (Go N Bo = Go U (B's 
B=RNB-GNB,-| (6G) Ns- U Gi n Bo. 
=1 k=1 


注意 到 G; 是 无 内 点 的 闭 集 , 故 由 Baire 定理 可 知 ,Bo 也 无 内 点 ,矛盾 . 
(2) (iD 设 zo€ER" 是 f(z) 的 连续 点 . 由 题 设 知 ,对 e 汪 0, 存 在 ， 
使 得 |fi,《zo) 一 f(zxo)1<e/3, 且 存在 8 之 0, 使 得 
[fC(2)—f zo) |<e/3, fa,lz)—fi (zr)|l<e/3, rEU(zoO). 
从 而 可 知 , 对 zEU(zo,6), 有 


[fi Cz) 一 fF) <e，UGzos) Che). 


这 说 明 zo€ (j 亡 (e). 又 由 的 任意 性 ,可 推 知 
k=1 
me 用 ). 


GD 设 me 站 吕 启 (二 ) , 则 对 任 给 的 es>0, 取 mm> 3/e 由 于 
m=]1 k=1 


me 册 训 [内 ]， 故 存在 ,使 得 zs 记 ,| 三 ]. 从 而 存在 6.>0, 合 得 


Ulzwdd CBs 二) , 即 Jaco 一 Fl< 二 < 二 ,EU(zoybo)， 
注意 到 fi,(z) 在 zx 二 zo 处 连续 ,又 有 60, 使 得 
[f(D 一 faz) <H, rEUzO). 
记 6=min{60,601), 则 当 xEU(zo,6) 时 有 
If(z)— f(z)| <e, 
这 说 明 f(x) 在 z=zo 处 连续 . 
(3) 注意 到 f(z) 的 连续 点 集 的 表示 ,只 需 指 出 ( 见 上 例 》 


[e( 妈 ] (a( 寺 = Ua( 寺 | 
是 第 一 纲 集 . 对 e>>0, 令 
Fi(e) 一 Nt E R"，| JeCz) — firi(z)| < e), 
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易 知 R" 一 U FCe) ,File)CEi(e). 从 而 有 
k=1 


Fl) CE CGe), (ic Coe. 
R=} 
由 此 知 
[Ge)] 了 = RNGC) CR\ UF) 
k=1 


= Uno\ Ue C Ure)] = Une. 
因为 Fi(e) 是 闭 集 ,所 以 9Fi(e) 是 无 处 稠密 集 ,这 说 明 [G(e)J 是 第 一 
纲 集 、 
例 12 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 ECR" 是 可 列 集 . 若 记 =R", 则 EE 是 F, 集 , 且 不 是 Gs 集 , 
(2) 设 有 Ri 中 的 闭 集 下 ,以 及 开 集 列 {G4). 若 对 每 一 个 ,GfF 二 


下, 则 GW 站 一 了 ,其 中 Go 一 Ne 
(3) 设 PCR: 是 非 空 可 数 闭 集 , 试 证 明 必 含有 孤立 点 . 
证 明 (1) 设 E= {zi,z2,…,z4,…), 则 因 每 个 单 点 集 (zt} 是 闭 


集 ,所 以 由 EE= U (zu) 是 F, 集 .但 不 是 Gs 集 ,否则 就 有 开 集 Gi,G,， 


…Gu ,使 得 五 = N Ge 由 于 GECEN), 故 GALEN) 在 R" 中 笛 
密 . 从 而 R"\GCkEN) 是 无 内 点 之 闭 集 . 但 我 们 有 
R" 一 (R\E)UE = 人 U 6))| U | U Ey ， 
k=1 k=l 
且 上 式 右 端 是 可 列 个 无 内 点 闭 集 之 并 集 ,这 与 Baire 定理 矛盾 . 

(2) 设 1EF 且 不 属于 Gu, 又 9>0, 令 = (4 一 9, 十 9), 只 需 指 出 
GoFNIs 隆 2: 因为 G1NF 在 下 中 稠密 ,所 以 存在 zeEcGmnFnr 
由 此 又 知 存在 J 全 [zi 一 fr+oCnnc: 又 由 GNF 在 F 中 稠 
密 , 可 知 存 在 rz:EGz 站 En, 还 有 J 全 [z: 一 22,zz 十 072Cimnc:， 
… ,继续 此 过 程 ,可 得 {z,) : zzoln 习 00),zoE€ GofF, 证 毕 . 

(3) 反 证 法 . 假定 = {zi,z2，…，z,，…} 中 无 孤立 点 , 则 对 每 个 z,， 
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点 集 (RNfzj) IF 在 严 中 币 密 . 因为 对 每 个 RR'\{z.} 是 开 集 ,所 以 
| 站 ReNtesp nj 在 严 中 也 再 密 .但是 | 门 casNtz| nF= 纪 ,天 


盾 . 即 得 所 证 . 
例 13 试 证 明 下 列 命题 : 


GD 设 {Pi}CR" 是 闭 集 列 , 且 R" 二 [] F，, 则 ] 产 在 Re 中 稠密 . 
k=1 4=1 


(2) ECR! 是 第 一 岗 集 的 充分 必要 条 件 是 : E' 包含 一 个 在 R' 中 
稠密 的 Gs 集 . 

(3) 设 CC[o,co) 是 无 界 开 集 , 作 点 集 

D = {xz € (0,co): 存在 无 穷 多 个 自然 数 n,nzr € G)}， 

则 厂 =[0,co), 且 DD 是 Gs; 集 . 

证 明 (1) 设 zo€R', 对 任意 65>>0, 我 们 有 

Amz +6] = UUNF). 
去 一】 

因为 每 个 J 人们 均 为 闭 集 , 所 以 存在 hEN, 使 得 Fi 门 J 有 内 点 .证 
毕 . 


(2) 必要 性 “ 依 题 设 知 二 (jE., 其 中 已 是 无 处 筒 密集, 故 RIN 
再 一 了 


瑟 , 是 稠密 开 集 . 从 而 可 知 E 的 补 集 包含 门 (RNE.), 后 者 是 稠密 Gy 型 
n=l 
集 . 
充分 性 “ 依 题 设 知 ,(RINE) 忆 门 G,, 其 中 G, 是 称 密 开 集 . 由 此 知 


EC LU (RING,) ,其 中 RING. 是 无 处 稠密 集 . 
(3) 对 m EN, 作 点 集 忆 ={z: mr€G}, 则 有 表示 式 D= 


站 5., 且 E。 是 开 集 .下面 指出 : 对 任意 的 nEN, 开 集 届 E。 在 


n=l m=n 


[0,ce) 中 稠密 . 采用 反 证 法 . 若 存在 zeEN, 以 及 ro: 0<zxo<o0,ho>0， 


(zo 一 hoyf 十 ho) 忆 (0,co0), 使 得 (zo 一 hoszo 十 ho) 站 EE. 多, 则 取 


m=ng 
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mo: 1/mo 达 ho. 如 果 ma 之 max{noymioy(zo 一 io)/2po) ,那么 就 有 
Umro — hoszot ho) = (mz — h) ,00). 


注意 到 G 是 无 界 开 集 , 故 存在 m2: mas>>mai ,以 及 zE (zo 一 io,zo 十 ho)， 
使 得 wazEG. 由 此 可 得 zxE 已 。CLjE。, 导 致 子 盾 .因此 ,我 们 有 


(zo — hoszot ho) NN (J Es AZ. 


m=no 


因为 稠密 开 集 之 交集 , 仍 为 稠密 集 ,所 以 D 在 [0,co) 中 币 密 . 
例 14 解答 下 列 命 题 : 
(1) 若 GCR: 是 稠密 开 集 , 试 证 明 G* 是 无 处 稠密 集 (注意 ,在 G 非 


开 集 时 结论 不 真 ); 若 {E}CR" 是 无 处 稠密 集合 列 , 试 证 明 R"\ 【jE 
k=1 
是 处 处 稠密 集 . 
(2) 试 作 R! 中 稠密 点 集 列 {E,} ,使 得 门 EF, 一 2. 
k=l 


(3) 记 R? 中 以 (z,r:) 为 中 心 的 开 图 为 B:, 其 中 zER?,r: 为 正 有 
理 数 , 且 令 点 集 


A= (JB., B= UB.. 
“EQ zERN\Q 
试 证 明 不 论 如 何 选择 r-, 总 有 4 门 B 天 人 . 


解 〈1) 证 略 . 

(2) 记 R! 中 有 理 数 为 Q= (rrz，…r…}, 且 作 
五 一 {riyrzy sano}, 
E2 = {rors yr}, 


Er = (risritis® or 


易 知 每 个 E, 均 在 R: 中 移 密 ,但 站 E:=%. 
=1 
(3) 令 忆 ={zER:: z 是 无 理 数 ,相应 的 B: 之 半径 x, 之 1/n}), 则 
因 RINQ 是 第 二 纲 集 ,所 以 E, 是 第 二 纲 集 . 由 此 知 存在 mo, 使 得 户 , 
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含有 区 间 世 . 从 而 当 zET, 目 0<<y<2/no 时 ,有 (z,y)EB, 而 当 zxET 
且 0<r-EQ+ 时 之 任 一 圆 B,, 均 含有 B 之 点 . 

例 15 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 不 能 定义 在 [0,1] 上 的 函数 f(z) ,使 其 在 QN [0,1] 上 连续 ， 
但 在 [0,1] 中 的 无 理 点 处 不 连续 . 

(2) 不 存在 满足 下 列 条 件 的 fECCR?) : 

GD 在 RR 中 每 一 点 (zy) 处 , 偏 导数 怒 1(z,3y), 晶 /(z,y) 均 存在 . 

(ii) 在 R: 中 每 一 点 (z,y) 处 ,f(z,y) 均 不 可 微 . 


(3) 设 CRi(nE N) 是 无 处 稠密 集 , 且 已 = ,无 内 点 , 则 函数 


Ja)= 位 2-Xr (z) 在 zoER'NE 处 连续 ,在 mmE 巨 处 不 连续 
nl 

证 明 (1) 注意 ,f(z) 的 连续 点 集 是 Cs 集 

(2) 因为 如 f(x,y) 一 limn[f(z 十 1/nyy) 一 f(x,y)j], 所 以 
号 f(z1y) 的 连续 点 集 G1 是 R 中 的 稠密 G, 集 . 类似 地 可 知 闻 (zy) 
的 连续 点 集 Gs 也 是 R: 中 的 稠密 G; 集 ,自然 ,G1 门 G; 也 是 R? 中 的 称 
密 G; 集 . 因此 , 东 7(z,?), 世 /zy) 在 GN Gs 上 连续 ,而 f(z,y) 就 
在 Gi 站 G; 上 可 微 了 . 

(3) Gi) 设 mmERINE, 则 F(zo) 一 0, 且 对 任 给 e>0, 存 在 6,>0 以 
及 Ni: 2 "<e, 使 得 区 间 (zo 一 go,zo 十 bo) 内 不 含 ,Fi,… ,Fw 的 点 .从 
而 我 们 有 

f(z) = D3 2 "Xp (7z) S22 <e (rm 一 9<z<zo 十 9). 

这 说 明 cz) 在 xz 一 zo 处 连续 . 

(ii 设 zoEE, 则 存在 wo, 使 得 ruE Fu, 且 f(zxo) 之 1/2%. 因为 zx。 
不 是 的 内 点 ,所 以 对 任意 的 6>0, 总 有 

ZEe(ro 一 0,zo 十 6) 门 五 . 

这 说 明 f(z)==0, 即 f(z) 在 z=zo 处 不 连续 . 


例 16 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 f(z) 在 [a,8J 上 可 微 , 则 户 (z) 的 连续 点 集 在 La, 纪 中 稠密 . 

(2) 设 FEC([0,1]), 且 令 

fbx) = £7), fz) 一 万 (z)，…， 九 (z) = f(z), 
车 对 每 一 个 z€E [0,1], 都 存在 自然 数 &, 使 得 fi(z)==0, 则 f(z) 志 0. 

证 明 (1) 令 F(z)=n[f(z+1/n)—f(r)j(a<zr<6,nEN), 则 
limF,《z) 二 (zx)(a<zx<b). 注 意 到 F,ECCCa,b))(nEN), 帮 得 所 

(2) 只 需 指出 f(z) 在 [0,1] 中 的 一 个 稠密 集 上 为 0 即 可 . 对 此 ,我 
人 了 ,并 记 

一 {zET: fi(z)=0) (k=1,2,%). 

显然 ,每 个 Fi 都 是 闭 集 , 且 7 一 Ur 根据 Baire 定理 可 知 ,存在 FF， 
它 包含 一 个 区 间 (a,p). 因为 在 (a,B) 上 f% (zx)=0, 所 以 f(x)=0,xE€ 
(a,P). 注意 到 (a,8)C7, 即 得 所 证 . 

例 17 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 fEC((0,o0)). 车 对 任意 的 z>0, 总 有 f(z/n) 一 0(n 一 
ce) 试问 是 否 成 立 limf(z)=0? 

(2) 设 fEC(C0,o0)). 车 对 任意 的 z>>0, 有 f(nz) 一 0(n 习 00), 试 
证 明 .F(z)-0(z-~> 十 co)， 

(3) 设 f(z,y) 在 R* 上 是 单元 连续 的 , 且 在 R: 中 的 一 个 稠密 集 上 
f(z,y)==0. 试 证 明 f(z,y) 三 0. 

解 (1) f(z) 一 0(z->0 十 ) 成 立 .对 任 给 e>>0, 作 


Fi= {0}U Ne>0: Fr 和 se EN)， 


则 每 个 F, 均 为 闭 集 , 且 有 ] F, 一 [0,c0). 根据 Baire 定理 ,可 知 存在 
k=1 
如 ,使 得 FP 有 内 点 ,从 而 又 可 得 
(zo 一 ozot+ 0)C Fi (zo0> 0,0 < < zo/ko). 


如 果 0<xz 委 iu 而且 "一 [zo/z]( 整 数 部 分 ) ,那么 
2 一 0 二 z 一 zz<az 生 zz<z 十 0 (二 如 )， 
因此 nzE Fi ,再 注意 到 Fi 之 定义 ,我 们 有 
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f(z) = |fnzr/m| < 
即 f(x)0(z>0+). 
(2) 反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 则 存在 eo>0 以 及 递增 列 {z,}: zs 一 
十 oln>o0), 使 得 |f(z,) | 之 2eo. 因为 f 是 连续 的 ,所 以 对 每 个 n, 存 在 
(anb): Zn€ (an,b,) ,使 得 |f(z)| 之 eola, 二 x<b,). 考查 无 上 界 开 集 G 


= Ue ,b) ,并 记 DD 如 例 13 之 (3) 所 示 , 则 D 在 [0,oo) 中 稠密 , 且 对 
菜 个 ZX0: 0<ToE€ DD, 有 无 穷 多 个 nn, 使 得 nxroEG. 从 而 |f (nro) | 之 6， 
但 是 这 与 f(nzo)->0(n 一 co) 耶 盾 ,证 毕 . 

(3) 反 证 法 . 假定 存在 (zo,yo) ER, 使 得 f(zo,yo) 之 0. 则 存在 6。 
之 0, 使 得 

Jrz,yo) f(zosy0)/2, rE J 人 [ro 一 9,zro 十 0]. 
作 闭 集 让 ,={z: f(z,y) 宇 f(zo,yo)/4), 且 邻 
1,= [ym 1/n,y 1/n], Ek,= {Nr,, 
>€El, 


根据 f(z,y) 对 y 的 连续 性 可 知 ,JoC (jE.. 由 于 E, 是 闭 集 , 故 由 


Baire 定理 可 知 ,存在 w。, 使 得 EE, 有 内 点 ,EE,, XT 有 内 点 .但 在 (x,y)E 
EE, XI, 时 jz,y) 天 0, 这 与 题 设 矛盾 ,证 毕 . 
例 18 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 「 是 R' 上 的 一 个 连续 函数 族 . 若 对 每 一 个 zxER:, 均 存在 
AM->0, 使 得 
If(|I<M: (f EDN. 
则 存在 M>0, 以 及 开 集 GCR' ,使 得 
lz 和 M CerreC). 
(2) 设 fe CS ([0,1]). 若 对 每 个 zE[0,1], 均 存在 mEN, 使 得 
Fo(z) 一 0, 则 存在 区 间 (a,bC[0,1], 以 及 多 项 式 P(x) ,使 得 
jz) = P(x) (x € (a,b)). 
证 明 (1) 令 = {rER': fET,|f(zx| 过 n}), 则 Fl(n€EN) 是 闭 


集 , 且 有 R: 一 【j F.. 从 而 根据 Baire 定理 可 知 ,存在 zo, 使 得 ,有 内 
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点 . 记 G=,( 开 集 ), 则 
lf Sn (rE€G,f EDN. 
(2) 令 EE.={zEL0,1]: f(z)==0}, 易 知 若 rE [0,1], 则 存在 
nz, 使 得 zE E,. 注意 到 [0,1]= UE. 以 及 E,(nEN) 是 闭 集 ,根据 


Baire 定理 ,可 知 某 个 已, 包含 开 区 则 (ea,b): f(z)=0 (a<x<b). 
对 f(z) 迄 次 作 积分 ,可 得 
fo Dr) 一 co， fHr)=0orta, » (ao<r<h), 


f(r) = 


Co wo 一 上 Cl no 一 2 
Co DI tm —21* 


+ 二 -1 (a<r<h). 
1.2.4 Cantor 集 


基本 内 容 


Cantor 集 C 的 定义 见 周 民 强 编 实 变 函 数论 ) 第 57 页 ,其 基本 性 质 有 : 
GD C 是 [0,1] 中 的 非 空 有 界 闭 集 ; 

(ii) C=C', 即 C 是 完全 集 ; 

(iii) C 无 内 点 ， 


(iv) C 的 基数 是 c， 且 C 中 点 z= Da/ (ai=0 或 2)， 


注 任 一 非 空 完全 集 的 基数 均 为 < 证 明 见 Harancon( 纳 汤 松 ) 著 《Teopn 


dyHkunf BetuecreehHop TilepexenHon》( 实 变 函数 论 ) 上 册 , 有 高 等 教育 出 版 社 出 版 的 
中 译本 ,1955 年 ) 


定义 设 ECR",zrER". 若 对 任意 的 5>0, 下 门 B(z,6) 是 不 可 数 集 , 则 称 z 为 
EE 的 泌 聚 点 . 凝聚 点 全 体 记 为 K(E). 


典型 例题 精 解 
例 1 解答 下 列 问 题 : 
(1) [0,1] 中 点 zx=1/4,1/13 属于 Cantor 集 吗 ? 
(2) 设 C 是 [0,1J] 中 Cantor 集 , 试 证 明 对 任意 的 [0,1] 中 的 子 区 间 


[4,6], 必 存在 区 间 (a',b)C[a,6bj],(a' ,5 ) 不 含 C 中 点 ,但 有 乡 一 4 
(5 一 2)75。 
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(3) 试 作 R: 中 的 孤立 点 集 瓦 ,使 E' 是 完全 集 . 

(4) 试 作 Ri 中 由 无 理 点 构成 的 完全 集 . 

(5) 设 ECR: 是 非 空 完全 集 , 试 证 明 对 任意 的 xE 五 ,存在 YEE， 
使 得 zx 一 y 为 无 理 数 . 

(6) 设 ECRI. 若 对 瓦 中 任意 两 点 st: s<t, 均 存在 wEE;: rx<w 
< 试问 巨 是 否 必 有 内 点 ? 

解 (1) 是 的 .1/4=0.0202*…;1/13==0. 002002…. 

(2) 注意 构 作 Cantor 集 的 过 程 ,其 中 第 步 舍 去 2 个 长 为 1/3" 
的 区 间 . 

(3) 设 E 为 [0,1]\C 的 可 列 个 区 间 的 中 点 全 体 , 易 知 E'=C. 

(4) 设 a,b(a<5) 为 无 理 点 , 且 令 [a,6] 门 Q= {7,). 

以 (a 十 56)/2 为 中 心 作 以 无 理 数 wb (ea 天 a, 记 夭 0) 为 端点 之 区 
间 ,使 得 六 E (ai,b). 以 类 似 的 方法 ,在 [aa] 中 作 a2,62: rsE (az,62) 
(假定 mE (a,a) ,以 下 类 推 ), 在 [51,5] 中 作 a3,6s: r3€E (as,63),…, 继 


续 作 下 去 ,可 得 {(osb)): rE€ (ar,b.) (nEN). 令 G= 【J (ans5,), 则 


无 一 [a,b]NG 即 为 所 求 . 

(5) 因为 互 =c, 所 以 对 任意 的 zo0EE, {zo 一 y: yEE} 是 不 可 数 集 . 
由 此 可 知 必 存 在 yb;EE, 使 得 zxo 一 yxEQ. 

(6) 否 . 例 如 E=C\Q. 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ECR! 是 不 可 数 集 , 则 E 门 K(E) 是 不 可 数 集 . 

(2) 设 ECR!, 则 KK(E) 是 完全 集 . 

(3) 设 FCR': 是 不 可 数 的 闭 集 , 则 F 可 表示 为 一 个 完全 集 与 一 个 
可 数 集 之 并 . 

证 明 (1) 只 需 指 出 D=E\K(E) 是 可 数 集 .对 于 任意 xED, 易 
知 可 作 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 : (x 让): z€ (r, 谨 ) ,使 得 EN ri,r) 
是 可 数 集 , 自 然 DN (~:, 一 ) 也 是 可 数 集 . 注意 到 全 体 以 有 理 数 为 端点 
的 区 间 是 可 数 集 , 故 结论 得 证 . 

(2) (i) 设 zxoE (K(E))', 则 对 任意 的 6>>0, 存在 y,€ K(E) 几 
(zo 一 9,zo 十 9). 由 此 知 存在 (yo 一 9o, yo 十 bo) 包 含 E 中 不 可 数 个 点 ,而 
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且 (y% 一 go,y 十 fo)C(zo 一 6,zo 十 6). 从 而 我 人 有 zxzE KCE), 即 K(E) 
是 闭 集 . 

(ii) 设 rzoE 天 ( 匹 ), 且 令 酌 一 正门 (zo 一 9,zo 十 6)(0>>0), 则 尼 是 
不 可 数 集 . 因为 Es 门 K(Es) 是 不 可 数 集 , 且 ECE, 所 以 Es 的 凝聚 点 必 
为 瑟 的 凝聚 点 .这 说 明 (zo 一 8,zo 十 ?3) 门 天 ( 匹 ) 是 不 可 数 集 ， 
xzoE( 开 (已 ))7. 

(3) 由 KK(F)CF,D=F\K(F) 是 可 数 集 , 即 得 F=K(F)UD. 

例 3 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 CC[0,1] 是 Cantor 集 , 则 存在 zeER:, 使 得 点 集 C 十 {xo} 
二 {Zz 十 Zo: XEC} 不 含有 理 数 . 

(2) 设 FCR? 是 非 空 真 闭 子 集 .车 3F 不 包含 完全 集 , 则 下 是 可 数 
集 . 


(3) ECR' 是 完全 集 的 充分 必要 条 件 是 E=| [ja | ,其 中 
并 之 】 


《qai96i) 与 (4aj,b;) (天 力 无 公共 端点 . 
证 明 〈1) 已 知 C 中 点 zx 有 三 进位 小 数 表示 ， 


r= Sas", ai 一 0 或 2. 


n=l 
作 mo= 一 六 1/3".( 见 Monthly,，1996) 
nl 


(2) 由 于 9F 是 闭 集 , 故 由 下 = 天 UE(K 是 完全 集 ,E 是 可 数 集 )， 
可 知 9F 是 可 数 集 . 

设 zxE FNaF, 则 存在 9,>0, 使 得 B(zr,so)CR. 因 为 有 RNF 天 J， 
RNF 是 开 集 ,所 以 存在 tER2NF ,以 及 9>0,B(to,SDCR2NF. 作 平 行 
于 点 z 与 to 的 联结 直线 且 与 B(z,6。),B(to,61) 相 交 之 直线 之 全 体 为 
5, 则 3=Ri, 易 知 如 此 所 作 之 直线 均 通过 3F. 故 5F 一 <. 矛盾 . 这 说 明 
FNaF= 凶 , 即 下 =3F,F 可 数 . 

(3) 必要 性 若 巨 是 完全 集 , 则 五 是 闭 集 . 从 而 天 是 开 集 , 它 是 
E' 内 构成 区 间 的 并 集 . 这 些 构 成 区 间 相互 之 间 是 没有 公共 端点 的 , 因 
为 否则 居中 就 会 有 孤立 点 了 ,这 是 不 可 能 的 . 

充分 性 ”首先 ,由 题 设 知 五 是 闭 集 . 其 次 ,对 任意 的 zxE 五 ,如 果 工 
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EE' ,那么 存在 S>0, 使 得 (z 一 S,z 十 9) 门 匹 = (z}. 这 说 明 xz 是 某 两 个 
开 区 间 的 端点 ,与 假设 矛盾 . 


1.2.5 点 集 间 的 距离 


基本 内 容 


定义 设 zER",E 是 R" 中 的 非 空 点 集 , 称 
d(z,E) =inf{lz— y|:y€ E} 
为 点 z 到 已 的 距离 ; 若 EE,,E, 是 R" 中 的 非 空 点 集 , 称 
d(EEs) = inf{|z — y|: x € Ei,y € E,)} 
为 E, 与 E, 之 间 的 距离 . 也 可 等 价 地 定义 为 
inf{d(z,E): rE E)} 或 inf{d(Ei,y): y € E,}. 

定理 1 若 FCR" 是 非 空 闭 集 量 zo€ R", 则 存在 yoE 严 ,使 得 |z, 一 yo| = 
d(xosF). 

下 述 初等 性 质 成 立 ， 

中 若 zEE, 则 d(xz,E)=0. 

(ii) zEE 当 且 仅 当 d(z,E)>0. 

(ii) z€ E' 当 且 仅 当 d(x,E\{x})=0. 

(iv) xEE 当 且 仅 当 d(zx,E)=0. 

(v) zxE9E 当 且 仅 当 d(x,E)=d(zx,E)=0. 

(vi) dim(AUB)S<dim(A)+dim(B8)+4d(4,B). 

定理 2 若 已 是 R* 中 非 空 点 集 , 则 4(z, 匹 ) 作 为 z 的 函数 在 Re 上 是 一 致 连续 
的 . 

推论 若 FF,F, 是 R" 中 的 两 个 非 空 间 集 且 其 中 至 少 有 一 个 是 有 界 的 , 则 存 
在 z1€E Fi,x2€ FFs, 使 得 |zi 一 zz| = d (Fi,F2). 

定理 3( 连 续 延 拓 ) 若 下 是 R" 中 的 闭 集 ,f(z) 是 定义 在 上 的 连续 函数 且 
If(z)|<M(zE FF), 则 存在 R" 上 的 连续 函数 g(x) 满 足 

lg(z2)|<M, g(r)= f(x), rEF. 
注 上 述 定理 在 f(z) 无 界 时 也 成 立 (研究 arctanf(z)). 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 下 CR", 则 对 任 给 上 >0,{(zER": d(x,E)<t}) 是 开 集 . 

(2) 设 GCR" 是 开 集 ,F 是 G 内 的 有 界 闭 集 , 则 存在 ~>0, 使 得 
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{z: d(x,F)<r} CG. 

(3) 设 ECR" 是 一 个 非 空 点 集 . 若 对 任意 的 zEE, 存 在 yEE, 使 
得 d(x,y)==d(z,E), 则 E 是 闭 集 . 

《4) R" 中 任 一 闭 集 下 皆 为 G; 集 , 任 一 开 集 G 皆 为 F, 集 . 

证 明 (1) 注意 z(z, 匹 ) 是 的 连续 函数 . 

(2) 易 知 C 是 闭 集 , 且 有 下 门 C = 名 , 故 存 在 miEF,zzECG' ,使 得 
d (xi,T2) 二 d(F,G') 之 0. 现 在 , 取 r=d(zi,z2), 则 当 d(xz,F)<r 时 就 
有 xEG. 因 为 否则 就 出 现 d(z,F) 之 d(G',F)=r, 蔬 盾 . 这 就 说 明 

{z: d(z,F) <r}CG. 
(3) 设 rEE'CR", 则 依 题 设 知 存 在 yEE, 使 得 
d(xz,y) = d(x,E). 

但 d(x,E)=0, 故 z=yEE, 即 EE 是 闭 集 . 


(4) (i) 作 开 集 G,={zER": d(z,F)<1/k), 易 知 FC 门 G4. 又 
el 


车 zr€ 站 G4, 则 对 任意 的 ,有 zzEGis 即 d(xz,F)<<1/k. 从 而 知 
d(z,E) 一 0, 注 意 到 下 是 闭 集 ， 故 存在 >EE， 使 得 4(z,?) 一 d(x,F)= 
0. 由 此 又 知 z= 二 yE 下 ， 这 说 明和 GCF， 综合 之 ,有 下 = fe 


(ii) 易 知 下 会 R"\G 是 闭 集 , 且 由 (i) 知 下 = 有 cceus N) 是 开 
集 . 由 此 又 得 Gi 是 闭 集 , 且 有 


c-r=-lnc cj = UG 

即 G 是 F, 集 . 

例 2 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 4= (za 十 1/2: n=0, 土 l,…},B={mM2:m=0, 土 1， 
…), 试 求 4(4,B). 

(2) 试 作 R4 中 的 点 集 4,R! 中 点 集 B, 使 得 4(4,B)=0. 

(3) 试问 : 圆 盘 下 二 {(z,y): z2 十 <1} 可 表示 为 两 个 互 不 相交 
的 闭 集 之 并 吗 ? 

(4) 设 下 ,Fi 是 R" 中 互 不 相交 的 闭 集 , 试 证 明 存在 开 集 G1,G,, 使 
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得 GD 忆 ,G: 了 Ps, 且 有 GinGc: 一 他. 
(5) 设 {Fi} 是 R" 中 的 非 空 闭 集 列 ,zeER" 若 有 limd(zo,Fe) 一 


十 oo， 试 证 明 一 Fi 是 闭 集 . 


解 (1) 对 任 给 s> 之 0, 因 为 /2 EQ, 所 以 存在 自然 数 ,9 ,整数 

m: 9 之 lm|, 使 得 |MV2 一 p/g| 过 e/2|m|. 注意 到 对 m 关 0, 有 
lz 一 ?|= ln+1/2—m~、M2| 
= |m||(2n 十 1)/2m 一 </2 | 
CE4yEB)， 
可 选 n,m, 使 得 |(2n 十 1)/2m 一 p/q| 二 e/2|m|. 从 而 知 
| M2 — G2n+ D/2m| <e/|m|, 
Imll(2n+ 1)/2m— V2|<e. 

这 说 明 d(4,B)=0. 

(2) 作 4={(z,y): z*， y=1)}CR,B 是 Ozr 轴 , 则 d(4,B)=0. 

(3) 否 . 反 证 法 . 假定 结论 成 立 , 即 =FiU Fs, 下 几 F, 一 多 ,其 中 
Fi 与 F; 是 闭 集 , 则 知 存在 z1€ Fi ,rzE ,使 得 d (xi,z2)==d (Fi,F,) 
之 0. 注意 到 点 zi 与 xz 的 联结 直线 段 是 属于 下 的 ,矛盾 . 

(4) 作 开 集 G,G: 如 下 : 

Gi= {rE€ R': d(z,F) — d(z,F,) < 0}, 
G: = {rz € R": d(x,F,) — d(z,F) < 0}, 

易 知 GiDFi,G: 沪 Fs, 且 有 GN 站 Gs= 2. 

(5) 设 zo€ FF', 则 存在 {xm} CF zm 一 zolm 一 00). 不 妨 假定 |zm 一 
xzo| 和 MGmEN), 则 由 题 设 知 存在 N ,使 得 d(zo,Fi)>>M(k 宇 N). 从 而 
当 kZN 时 ,znEFi (zm EUR: 因为 Ur 是 闭 集 ,所 以 ze Un. 
CFE, 即 FF 是 闭 集 . 

例 3 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 下 是 R" 中 的 闭 集 , 试 作 R" 上 的 连续 函数 序列 {g(x)} ,使 
得 limgr(z)==Xr(z)， rER". 

(2) 设 有 : Ri Ri(nEN),GCR! 是 开 集 , 试 证 明 

92 


{TE R': limf.(z) € G} 


= UU {ze Rds),06) > 1/m). 


m=] k=1 n= 

解 (1) xr(z)=lim 

(2) 证 上 略 . 

例 4 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 FCR" 是 闭 集 , 试 作 fEC(R") ,使 得 下 = {z: f(x)==0}. 

(2) 设 FCR! 是 闭 集 , 试 作 R: 上 的 连续 可 微 的 递增 函数 ,使 得 
F={r€ER': f' (x)=0}). 

《3) 车 ,Fi 是 R" 中 两 个 互 不 相交 的 非 空 闭 集 , 试 作 R* 上 的 连 
续 函 数 f(x) ,使 得 

(i) 0O<f (rz)S1I(rER"); 

(ii) Fi={rz: f(z)=1}, F,= {zx: f(z)=0). 

(4) 设 瑟 ,Fi,Fs 是 R" 中 三 个 互 不 相交 的 闭 集 , 试 作 f€C(R")， 
使 得 

(iD 0<f nS1; 

(ii) f(z)=0(zE FD), f(r)=1/2(r€EF,), f(r)=1(r€EF,). 

解 (1) f(x)=d(z,F). 


(2) FaD=| dd f Ca)=dlesh). 


mt 
1+k* d(z,F)” 


(3) 构造 函数 f(z): 
dr) 
HD TR) + dnp)’ ER 
就 是 所 求 的 函数 . 
LG dlasFIUF) + d(z, FUF,) 


d(z,FIUF,)+2d(z, FIUFs)+d(zr, FeUF,) 
注 设 忆 ,FF,,…,F, 是 互 不 相交 的 闭 集 , 则 令 


Ciy ZERFiG 一 1,2,…,)， 
和 
(Beasaces)) [Pyary, ze UP， 

宫 名 汉 


我 们 有 f(x)=ai(rEF) (=1,2,..,k). 
例 5 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 F R?-~R!. 若 对 R: 中 一 切 非 空子 集 4,B: d(4,B)==0, 总 
有 ad(f(4),f(8))=0, 则 f(z) 一 致 连续 . 

(2) 设 映 射 f: R*->R? 满足 : 若 zzzER: 是 d(zriyzz)EQ+ 时 有 
d(CFGzD ,f(z2))==d(z1,7z2), 则 对 一 切 myrzER: 均 有 

d(f(z1) ,f(x2)) = d(xi,72). 

证 明 (1) 反 证 法 . 假定 f 不 是 一 致 连续 的 , 则 存在 o>>0, 对 任意 

的 9>>0, 总 存在 z,yER:, 使 得 
[f(z)— f(y)|30 (dzy) <O). 
对 任意 的 xER:, 作 点 集 
S$.= {s 5: R2:: |f() — f(z)| < oe}, 
T.= {t: |f0) — f(z)| 过 2eo)， 

ote A d(S.,T.)>0. 

选取 正 数 列 {6,) ,{z,) , (ys) 如 下 : 

选 9=1. 取 zy 使 得 d(x,yD)<6, |f(z) 一 f(y1) | 之 360,…. 
对 Gyzaoyn 选 n>0, 且 .11<min{6,/2,d(S:,T,),d(S,,T, )}, 
取 zs+lyy+ty 使 得 

dT) < OH [f(z.) 一 CD)1 之 3eo. 

记 4={z,},B={y,), 由 6.>0(n 习 00) 可知 ,d(4,B)=0， 

现在 设 m<n, 且 假定 |f(z,) 一 f(ym) | 过 eo, 也 即 zeES, .由 于 

d(S，Ty) >0 > d(z,,y,), 


故 mwET, ,或 者 |f(y,) 一 f(ym) | 过 2eo. 因此 ,我 们 有 
(f(z) 一 fy) NS f(z) — flyn)| 
+ |f(ym) 一 fy)| 
< 3eo. 
以 及 | f(zs) 一 f(y,) | 宇 3e0. 对 m>n 可 类 似 地 推理 ,而 m==n 已 证 . 这 
说 明 d(f(4),f(B) 之 eo, 与 题 设 蔬 盾 , 即 得 所 证 . 
(2) 设 zx,yER2?, 对 任 给 e>0;e<d(z,y), 取 rEQ, 使 得 d(x,y) 
一 e<r<d(z,y). 再 选 r' EQ: re, 上 有 7r 十 ">d(z,y). 从 而 知 B(zr,r) 
们 B(y,r) 关 多. 令 z 满 足 d(x,z) 二 r,d(y,z)=r , 则 
d(f(z) ,fz2)) =r, df(y),f(2)) =r 
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由 此 可 得 
r—r=d(f(r),f(z)) 一 GCCOy)，FGz)) 
aflz), 7)) 
af(r), f(z) + dfy) ,fz)) 
=r+r， 
d(xz,y) — 2e < d(f (zr),f(y)) <d(z,y) 十 te. 
即 得 所 证 . 
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第 二 章 ” ”Lebesgue 测度 


§ 2.1 点 集 的 Lebesgue 外 测度 


基本 内 容 
定义 设 ECR". 若 {1} 是 R" 中 的 可 数 个 开 矩 体 , 且 有 


Ec jn, 
kl 
则 称 (4) 为 的 一 个 - 覆 羔 ( 显 然 这 样 的 履 盖 有 很 多 , 且 每 一 个 -站 盖 {1) 确 定 
一 个 非 负 广 义 实 值 >)1741( 可 以 是 十 oo, 4| 表 示 14 的 体积 ) ,我 们 称 
| 


mE) = inf| 可 Il (1 为 E 的 L- 要 盖 )} 
各 
为 点 集 巨 的 Lebesgue 外 测度 . 
显然 , 若 忆 的 任意 的 工 -覆盖 (1,) 均 有 


ZI = co， 
>1 
则 m* (E)=oo0, 否 则 m" (E)<oo. 
定理 1(R" 中 点 集 的 外 测度 性 质 ) 
GD 非 负 性 ; m* (E) 之 0, m* (@)=0; 


Gi) 单调 性 : 若 ECEs, 则 m* (BED)<m (Es); 
(iii) 次 可 加 性 ， | Ua )<Bn 0. 
kl hl 
引 理 设 ECR" 以 及 6>>0. 令 
mi CE) = inf( 立 1n1， 全 汪 世 ,每 个 开 短 体 1 的 边 长 3】， 
=] k=l 
则 mi (E)=m" (E). 

定理 2 设 E,Es 是 R" 中 两 个 点 集 .车 d(E1,Es)>>0, 则 
mm (Ey U Es) —m’ CE) + m" (Ea). 

定理 3( 平 移 不 变性 ) 设 ECR",zo€ER". 记 E+{zxo) 二 {zx 十 zo,rEE), 则 


mm’ (E+ {rz0)) = m’ (E). 
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典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) R" 中 单 点 集 的 外 测度 为 零 , 即 z,E R", 则 m* ({zo))=0. 

(2) 设 ICR" 是 开 甜 体 ,了 是 闭 矩 体 , 则 mx* (1)==m* (7)=|I| (I 
的 体积 ). 

(3) 若 ECR" 是 可 数 点 集 , 则 m* (五 ) 一 0. 

(4) [0,1] 中 的 Cantor 集 C 的 外 测度 为 0. 

(5) 设 EC[a,6b],m* (E) 之 0,0<c<m* (E), 则 存在 EE 的 子 集 4， 
使 得 m* (A)=c. 

(6)〈( 数 乘 的 情形 ) 设 ECR!', 对 A€E R', 记 AB= {Ar: z€EE}, 则 
m" (AE) = |X|m" (E). 

证 明 (1),(2),(3) 证 略 . 

(4) 事实 上 ,因为 

c= 门 P， 
其 中 的 F,( 在 构造 C 的 过 程 中 第 nn 步 所 留存 下 来 的 ) 是 2" 个 长 度 为 
3 的 闭 区 间 之 并 集 , 所 以 我 们 有 
mm (CC) Sm’ (F,) < 2 +3, 

从 而 得 知 m* (C) 二 0. 

(5) 记 f(z)=m' ([a,7z)NE),a<zr<b, 则 fla)=0,f(6)= 
m" (E). 考察 z 与 z 十 Az, 不 妨 设 e 委 z<z 十 Ar 和 0, 则 由 

[az 十 Ar) 门 天 = ([a,z) NN-E) U(C[z,z 十 Azr) 门 五 ) 
可 知 ,f(z 十 Az) 志 f(z) 十 Az, 即 

f(x+ Ar)— f(x) < Az. 
对 Az<0 也 可 证 得 类 似 不 等 式 . 总 之 ,我 们 有 
[f(z+Ar)— fn |SIAr|, a<zr<b. 

这 说 明 fEC([a,5]) ,根据 连续 函数 中 值 定理 ,对 于 f (a) 过 c<f(6)， 
必 存 在 SE (a,6b) ,使 得 f($)=c. 从 而 取 4 一 [a,6) 门 妃 , 即 得 所 证 . 

(6) 因为 EC U (an,b,) 等 价 于 XEC alarbn) sm ([a,,b,]) = 

n>1 n>1 


m"((an,b.)), 且 对 任 一 区 间 (a,pB), 有 
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z2" (A(a,B)) = 14lm ((a,8)) = |241(8 — oo), 
所 以 按 外 测度 定义 可 得 m* (XE)= 14|m* (E). 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ACR" 且 m* (4)==0, 则 对 任意 的 BCR", 有 

m’(AU B)=m:’(B)=m’(B\A). 

(2) 设 4,BCR", 且 x (4),m*(B)< 过 oo, 则 

Im* (A) —m’(B)| <m’ (AAB); 

(3) 设 A,BCR". 若 m* (4AB)=0, 则 m* (4)=m"(B). 

(4) 设 4,B 与 C 是 R" 中 的 点 集 , 且 有 m*(AAB) = 0， 
m"(BAC) = 0, 则 m* (4AC) = 0. 

(5) 设 ECR". 车 对 任意 的 zEE, 存 在 开 球 B(x,6,), 使 得 
m" (ENB(z,6:))=0, 则 m* (E)=0. 

证 明 (1) 注意 ,我 们 有 不 等 式 ， 

m’ (AU B)<m’'(A)+m’(B)=m’(B)<m'(AU B), 

m’* (B) <m’ (B\A) + m' (BN A) 
Sm’ (B\A) + m’ (4A) = m’(B\A) Sm’(B). 

(2) 因为 4CBU(4AB), 所 以 za (4)<<m* (B) 二 m* (A 人 B). 
从 而 可 知 m*' (4) 一 m*(B)m" (A 和信 B). 类 似 地 ,又 可 得 m* (B) 一 
m"(4)<m" (4A 信 B). 综 合 此 两 结论 , 即 得 所 证 . 

(3) 由 m" (4)<m* (8) 十 m* (4 人 AB)=m"(B) 可 知 ,m' (4) 过 
m"(B). 叉 由 m* (8)<m" (4) 十 m" (A 人 B) 可 得 m* (B8)<m' (4). 证 
毕 . 

(4) 注意 到 公式 

CUBUCN4anBnc)=(4AB) U CBAC)， 
ANCDANBNC, AUCCAUBUCS, 
可 知 (4UC)NANC)CC(4UBUC)\N(4NBNC). 从 而 有 
m"(AAC) <m’ (AAB) + m’ (BAC) = 0. 
(5) 依 题 设 可 知 ,存在 E 的 可 数 覆盖 球 列 {B 会 B(zxi,6,)} ,使 得 


ECUUBi, 且 m* ENB) 二 0. 从 而 知 
R= 
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E= UnaBD，zm"(CE) 入 > (GEnm Bo 一 0， 
k=1 t=1 


例 3 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 ECR", 试 证 明 存在 G; 集 G: GDE 有 自 m*(G)=m' (EE). 


(2) 设 ECR"EN). 著 Dm*(E)<+oo, 则 | Hae) =0. 
t=1 ee 
(3) 设 定义 在 R: 上 的 函数 列 {f,(z)} 满 足 (4.>>0,nEN) 
Dm (Es) <+ oo (E,= {rER': |f,(7)1/%>1)), 


n=1 


则 存在 ZCR! 且 m(2Z) 一 0, 使 得 lim|f,(z)|/%<1(zER'\Z). 


证 明 (1) 依 定义 ,对 EN, 存在 短 体 列 {1,,), 使 得 站 二 1 且 


有 
Dl Sm (CE) 十 1 C=1,2,.). 


iel 
令 久 = U TkEN),G= 门 忆 , 易 知 GE 且 避 是 G; 集 .我 人 有 (对 
in) k=1 
kEN) 


mE) Sm Sm CG) < Dl Sm' (E) +1, 
iml 
令 kh>oo 即 得 m* (E)=m* (G). 


(2) 注意 区 忆 玫 品 忆 ,县 依 是 设 知 ,对 任 给 > 0, 存 在 N, 使 
得 ym" (ED<e 从 而 对 任意 jEN, 有 
m" ( lim) <m’| Ua < BE. 
由 此 知 m* lm) <Zm (ED<e. 证 毕 . 


(3) 令 Z= 门 UU 5., 则 由 题 设 知 m(Z) 二 0. 因 此 当 zER'\Z 时 ， 
几 存 在 wo, 使 得 zEEE,(n 之 no). 从 而 有 lim|f,(z)1/%<1(zER'\Z). 


99 


8 2.2 可 测 集 与 测度 
基本 内 容 


定义 设 ECR". 若 对 任意 的 点 集 TCR", 有 
m* (T=m°* (TNE)+m’ (TNED), 
则 称 巨 为 Lebesgue 可 测 集 (或 m" -可 测 集 ), 简 称 为 可 测 集 ,其 中 了 称 为 试验 集 
(这 一 定义 可 测 集 的 等 式 也 称 为 Carathéodory 条 件 ); 可 测 集 的 全 体 称 为 可 测 集 
类 , 简 记 为 .4 
注 注意 到 下 述 简单 事实 是 方便 的 : 即 对 于 R" 中 任 一 点 集 已 ,为 了 证 明 它 是 
一 个 可 测 集 ,我 们 只 需 对 任 一 点 集 TCR" 证 明 
m* (T)>m" (TNE)+m"’ (TNE') (x) 
即 可 .这 是 因为 m* (T) 志 m* (TNE) 十 m* (TNnE) 总 是 成 立 的 . 由 此 又 可 知 ,只 党 
对 m"(T)<<oo 的 T 来 论证 (x ) 式 即 可 ,因为 在 mm"(T) 一 加 时 (*) 式 总 成 立 ， 
下 列 初 等 性 质 成 立 ， 
中 车 m'*(E)=0, 则 EEA; 
(i) 若 SEA, 且 ECS,E:CS', 则 
m’ (Ei U E,) = m° (E,) + m°* (E,). 
定理 1( 可 测 集 的 性 质 ) 
DW YEAM; (iD 若 BEE.4, 则 严 E.Ai 
( 诈 ) 车 杞 EUyEsE- 和 , 则 已 UEzE 站 RE 以 及 匹 NE: 篆 属 于 .KH;( 由 此 
知 ,可 测 集 任何 有 限 次 取 交 、 并 运算 后 所 得 的 集 皆 为 可 测 集 . ) 
(iv) 车 EE A (i=1,2,…), 则 其 并 集 也 属于 A; 若 进一步 有 ENnE=@ (i 


承 访 , 则 "| LEE】 一 Sm (CED. ( 即 m" 在 .上 满足 可 数 可 加 性 或 称 为 。- 
i=] i=t 
可 加 性 . ) 

从 定理 的 结论 (iD ,ii) 以 及 (iv) 可 知 ,R" 中 可 测 集 类 构成 一 个 o- 代 数 .对 于 可 
测 集 EE, 其 外 测度 称 为 测度 , 记 为 m(E), 这 就 是 通常 所 说 的 R*" 上 的 Lebesgue 测 
度 . 

定理 2( 递 增 可 测 集 列 的 测度 运算 ) 若 有 递增 可 测 集 合 列 ECEsC*…CE 
则 可 | limE, ) = limm(E). 

定理 3( 递 减 可 测 集 列 的 测度 运算 ) 若 有 递减 可 测 集合 列 E1 卫 E22 汪 … 了 EE 
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汪 … 且 m(E1)<o0, 则 | limE: ) = limm(E). 
推论 设 {E,) 是 可 测 集 列 , 则 | lanE, ] < limm(E). 
于 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 ECR',0 关 AER'. 记 XE= (hr: rEE). 若 EEN, 则 
AEE NA. 
(2) 设 ECR". 若 存 在 R" 中 可 测 集 4 ,使 得 mm"(EA4)=0, 则 玖 
EM, 上 且 有 m(E)=m(A4). 
(3) 设 ECR". 则 EE_H 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 s>0, 存 在 
可 测 集 4,BCR"; ACECB, 使 得 m(B\A)<e. 
(4) 设 41,4;CR",A1CAhs,4) 是 可 测 集 且 有 m(41)==m* (4;) 过 
co, 则 4; 是 可 测 集 . 
(5) 设 ECR". 若 对 任 给 s>0, 均 存在 AE .NH ,使 得 m* (E 信 4) 一 
6, 则 EEA. 
证 明 (1) 因为 对 任意 的 试验 集 TCR:, 有 
TNAE=ATNE), TN AE)= A TN EB), 
所 以 可 得 
m* (TN AE) + m’ (T NN QE)) 
一 | AL OT NE) + m’ TN E)]. 
这 说 明 巨 的 可 测 性 等 价 于 4E 的 可 测 性 . “ 
(2) 注意 , 依 题 设 知 m* (E\A)=m" (A\E)==0, 而 我 人 有 E=[A\ 
(E\4)]U(A\E), 即 得 所 证 . 
(3) 只 需 指出 充分 性 成 立即 可 : 对 任 一 试验 集 TCR", 我 们 有 
m’°(T) <m’ (TNE)+m’ TNE') 
Sm (TNB)+m’' (TNA) 
Sm (TNA)t+m’ TN (BA) +m' TN A) 
=m"*(T) +m’ (TN (B\MA) <m’(T)+e. 
令 e>0, 可 知 m*(T)=m" (TNE)++m* (TNE'), 即 记 可 测 . 
(4) 由 题 设 知 
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m(A1) = m’ Az) 一 (A U (As\A)) 一 mm (A1) 十 mm (As\A), 
故 可 得 m" (Azs\41)=0. 从 而 As\A, 是 可 测 集 , 即 4; 是 可 测 集 . 

(5) 依 题 设 知 ,对 任 给 s>>0, 看 e/2:(&EN), 存 在 可 测 集 列 {A4)， 
使 得 m"(EA4D<e/2(EEN), 即 有 mm (CEN4D<e/24m2 (ANE)<e/ 


24(kEN). 现 在 令 4 二 (41, 则 A 是 可 测 集 , 且 有 
R=1 


E\A= () (E\A), AE= UC4NE)， 
k= k=1 


NM (E\A) <m’ (E\AD(LKEN), m’(A\E)< 2” “(ANE), 
3 ~» € 
m" (E\A) < e/2(kEN), m’ (A\E)S < Pr=e 
由 的 任意 性 ,可 知 m*(E\A)==0=m* (4A\E), 即 m' (E 信 A)=0. 根 
据 题 (2) ,EE 是 可 测 集 . 
例 2 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 AE.H, 则 对 任意 的 BCR", 必 有 
mAUB)+m’'(ANB)=m'(A)+m"(B). 
(2) 设 A,B,C 是 R" 中 的 可 测 集 .车 有 m(AAB)=0,m(BAC)= 
0; 则 m(4AC)=0. 
(3) 设 EC[0,1]. 若 m(E)=1, 试 证 明 =[0,1]; 车 m(E)==0, 则 
无 = 人. 


下 k 
(4) 设 巨 ,Es，,… ,Es 是 [0,1] 中 的 可 测 集 , 且 有 2 jm(E) 之 4 一 


A 
1, 则 ml 门巴 ] >o. 
t=l 
证 明 (1) 因为 4 可 测 ,所 以 我 们 有 (不 妨 假 定 m" (4)<< 十 co) 
m’(B) =m’ (BN A)+m’ (BN A), 
m’" (BUA)=m’((BU A)N A)+m’((BU A) NA) 
=m" (A) + m’ (BN A'). 
由 此 可 知 m* (B 门 4 )==m* (BU 4) 一 m" (4), 从 而 得 
m’*(B)=m’(BNA)+m’' (BU A)—m’(A). 
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移 项 后 即 得 所 证 . 
(2) 注意 A\C =4nccn (BUB”) 
=[ANCB\C)JULCN (A\B)]. 
(3) 证 略 、 
(4) 令 4:=[0,1]\Ei(i==1,2,…,k), 则 可 得 
A 下 下 3 
NE=[NUA, (fa) =1-n( Ud). 
注意 到 


下 大 


要 
m U4j <EmA) = DA 一 m(ED) 


1 =1 be 


=& 一 >m(ED)< 一直 一 1) 一 1， 
i=l 


即 知 m| 站 >0. 
例 3 解答 下 列 命题 
GD 设 { 瑟 是 氏 中 的 可 测 集 列 ,着 人 | 到 | < oo, 斌 证 明 
m| 型 及 > lam(E,). 
(2) 设 {E,} 是 [0,1] 中 互 不 相同 的 可 测 集合 列 , 且 存 在 e>0， 
m(E,) 之 e (n 二 1,2,…). 试问 是 否 存在 子 列 {E,}) ,使 得 


m( NE,) >0? 
(3) 设 {E,} 是 [0,1] 中 的 可 测 集 列 , 且 满足 limm(E,) = 1, 试 证 明 
对 任意 的 a; 0<a<1, 必 存在 { 忆 ,) ,使 得 m[ N E,) >a. 
(4) 设 {4,) 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 ,B,CA,(n 二 1,2,…), 试 证 明 
mm UB.)= Sm 8,. 
(5) 设 有 R! 中 可 测 集 列 {E), 且 当 & 之 ho 时 ,ECLa,bj. 若 存 在 
limE4=E, 试 证 明 : m(E) = limm(E). 


解 (1) 因为 我 们 有 limE,= 人 U E,=lim U Ei. 所 以 
” oj 


=1 k=j 
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m| Em) = limm Ua > Hmm(E). 
注 (0) 令 包 ,= 二 (0,2)(n 是 奇数 ),E, 二 (1,3)(n 是 偶数 ), 则 
limE,=(1,2],limE, 二 (0,3], 且 有 
mlimE,) < limm(E,), mHmE,) > mm(E,). 
(ii) 令 忆 =(0,1/n)X[0,n](nEN), 则 有 
limE, = Z, m(E) =1, limm|limE,) =0, 


串口 基 =1+ 二 和 3 十 = 十 oo 
km 


(2) 不 一 定 . 例如 作 点 集 列 : E,(n€EN)， 
= {x € [0,1]: z 的 十 进位 小 数 表示 式 中 ,第 ”位 数字 天 0)， 


ml NE,) =69/10%. 
| 


(3) 由 题 设 知 ,对 任意 的 &EN ,存在 {ni) ,使 得 
m(E)>1— (1—o/2 (EN). 


由 此 知 1 一 m(E,) 达 (1 一 a)/2:(kEN). 从 而 得 到 
[oN E, = U (oNE,), 
k=1 k=1 


m| con E,) < Pte 


= DI— mE,)< Ba — /2=1—a, 
k= ~ 


故 有 m( 站 E> 
(4) 只 和 需 指 出 左 端 大 于 等 于 右 端 在 公式 
> (B) =m* (Ua <m’ (Ua 
中 , 令 NN 一 oo, 即 得 所 证 . | 
(5) m| limEr) >himm E>limm (E>m| limE). 
例 4 解答 下 列 命题 : 
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(1) 设 {Ei} 是 [0,1] 中 的 可 测 集 列 ,m(E)==1 (4 二 1,2,…)，, 试 证 


明 m[ 站 BE) =1. 
k=1 
(2) 试 作 [0,1] 中 的 第 二 纲 集 EE: m(E) 二 0. 
证 明 (1) 由 题 设 知 m([0,1]\E4) 二 0(kEN), 又 有 


ml ro 已 =m oavan| < Bmore = 0 


由 此 得 m( 门 EE] =1. 
k=1 
(2) 令 [0,1] 门 Q= riyrey… ri), 以 及 
I4= (7 — pa 六 十 pe (nk € N), 


则 点 集 (一 o0, 十 oo)\ Lj 1 在 Re 中 无 处 稠密 . 我 们 有 


人 UU 1. 是 第 二 铝 集 


例 5 解答 下 列 问 题 ， 

(1) 将 (0,1) 中 的 数 用 十 进位 小 数 展开 , 求 下 列 点 集 巨 之 测度 
m(E). 

(i) 在 指定 小 数位 置 上 是 数字 4 的 点 之 全 体 EE. 

(ii) 在 指定 两 个 小 数位 置 上 都 是 已 给 定 的 数字 之 全 体 E. 

(ii) 在 两 个 指定 小 数位 置 上 是 不 同 的 数字 之 全 体 E. 

(2) 将 (0,1) 中 的 数 用 十 进位 小 数 展开 ,在 表示 式 中 总 有 数字 “0” 
出 现 的 数 的 全 体 为 玉 , 求 m(E). 

《3) 在 [0,1] 中 作 点 集 

E={zE[0,1]: 在 十 进位 小 数 表 示 式 = 一 0. aaz… 中 的 所 有 a; 都 

不 出 现 10 个 数字 中 的 某 一 个 }， 

试 证 明 EE 是 不 可 数 集 , 目 m(E)==0. 

(4) 将 (0,1) 中 的 点 用 十 进位 小 数 展开 , 令 表 示 式 中 不 超过 9 个 数 
字 的 点 的 全 体 为 EE, 求 五 以 及 m(E). 

(5) 将 [0,1] 中 的 点 用 十 进位 小 数 展开 , 令 
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EE= {zE [0,1]:z 的 任 一 位 小 数 是 2 或 7)， 
试问 : (i) E 是 闭 集 ? (ii) E 是 开 集 ? (iii) EE 是 可 数 集 ? (iv) E=[0,1]? 
(v) EE 是 可 测 集 ? m(E)==? 
解 〈1) (i) m(E)=1/10. (ii) m(E)=1/100. 
(ii) m(E)=1/2. 
(2) 对 任意 的 nEN, 作 点 集 
一 {zE(0,1):z 的 小 数 展开 式 中 全 位 数字 不 出 现 0)， 


则 m(E) = 十 十 率 二 + 呈 十 …… = 


(3) 作 点 集 ( 记 =0,1,2,…,9) 
E, = (ze [0,1]: 在 十 进位 小 数 表示 式 
并 一 0.aiaz… 中 的 所 有 人 都 不 出 现 数字 k}, 


易 知 ,E= UJ Ei,E~[0,1] (k=0,1,2,.,9). 

现在 ,首先 把 C0, 1] 作 10 等 分 , 并 会 去 其 中 的 [各 , 结 ]| 
(二 0,1,2,…,9), 即 舍 去 第 十 1 个 子 区 间 , 则 在 剩余 区 间 中 的 点 其 十 
进位 小 数 式 中 第 一 位 小 数 就 不 会 出 现 上 了 . 其 次 ,把 剩余 的 9 个 子 区 间 
中 的 每 一 个 再 作 10 等 分 ,并 再 全 去 第 十 1 个 ,…… 如 此 进行 下 去 ,就 
得 出 EE. 易 知 ,全 去 的 子 区 间 之 总 长 度 为 


由 此 可 得 m(E)=0. 
(4) 0 1): z 的 小 数 展开 式 中 不 含 数字 j} (j=0,1， 


“…,9), 则 EE= Us, 注意 到 把 [0,1] 中 的 数 以 九 进位 小 数 展开 时 ,就 可 


知 ;与 [0， 1] 是 对 等 的 ， 即 了 E=cGj=0,1,2,…,9). 

此 外 ,将 [0,1] 作 10 等 分 ,并 会 去 区 间 [k/10, (十 1)/10) (k=0,1， 
2,…,9) 的 第 j 十 1 个 , 则 在 余下 的 点 的 小 数 表 示 式 中 不 出 现 (第 一 位 ) 
刻 再 将 余下 的 区 间 又 各 10 等 分 ,又 会 去 第 j 十 1 个 ,等 等 , 留 下 了 EE;. 易 
知 共 合 去 之 区 间 总 长 为 


i 应 + 访 +" 7 直人 芭 ) = 
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即 m(E;)=0,m(E)=0. 
(5) (iD 设 {z1}CE: ze>z(k>c0), 目 令 


工 一 六 wjlo， 车 Iz 一 z| 过 1/10%, 则 6 二 2 或 7. 
n=l 
故 xzEE, 即 EE 是 闭 集 . 
(ii) 注意 到 (i) 以 及 正夫 [0,1], 可 知 巨 不 是 开 集 . 
iii) 吾 =c, 不 是 可 数 集 . 
(iv) 由 天 是 闭 集 以 及 天 夭 [0,1], 可 知 五 不 在 [0,1] 中 稠密 . 
(v) EE 是 可 测 集 ( 见 §$2.3).m(E)=1 一 0.8X > (2/10)" 一 0， 


例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 ECR', 且 存在 g: 0<g<1, 使 得 对 任 一 区 间 (a,5) ,都 有 开 
区 间 列 {1,): 


EN CUL, Pm) < 地 一 a)9. 

则 m(E) 一 0. 

(2) 设 >>2, 作 Ri 中 点 集 : 

匹 = {x: 存在 无 限 个 分 数 p/9,p 与 9 是 互 素 的 自然 数 ， 
使 得 |z 一 p/q| 过 1/q')}， 

则 _m(E)=0. 

(3) 设 EC[0,1) 是 可 测 集 , 且 m(E)>0, 令 

A= {x € [0,1): 存在 n € N 以 及 t € ,使 得 z == {nt}}， 
《{nt}) 是 nt 的 小 数 部 分 ) 则 m(4) 一 1. 

(4) 在 [0,1] 上 进行 操作 如 下 

(i) 将 其 等 分 为 mi 个 子 区 间 , 并 合 去 个 长 为 1/mi 的 子 区 间 ( 其 
中 过 mi); 

(ii) 对 剩 下 的 每 个 子 区 间 , 又 将 其 等 分 为 ms 个 小 子 区 间 , 并 会 去 
(ks 过 m2z) 个 长 为 1/mz 的 小 子 区 间 ; 

(ii) 继续 按 此 法 作 下 去 ,可 得 (如 }, {mn} ,&, 过 ma《nEN), 并 记 最 
后 剩余 之 点 集 为 EE， 


则 当 了 TGQ 一/m,)==0 时 ,有 m(E)=0. 
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证 明 (1) 因为 mm( 且 一 mm 人 | En 品 吕 过 六 m CENZ), 所 以 
n=1 n=1 

只 需 指出 对 任意 的 (a,8), 有 m* (E 门 (a,6))==0. 由 题 设 知 ,存在 1,= 

(an,b) (EN), Ur DEN(a,D), 使得 (6,6。 ) 过 q(6b 一 a). 再 对 每 


个 (ap ) 作 覆盖 ， 其 总 长 度 小 于 q(b。 一 ax). 依 此 程序 继续 作 下 去 ,可 得 
(对 任意 AEN) 


mm Gb ae, a) Sq a) < Hb — 4), 
由 此 易 知 m* (EN (as6)) 二 0 
(2) 只 需 指出 m(E1) 二 m(EN (0,1])==0. 记 在 p,q 固定 时 ,中 
之 点 集 为 已 ,又 记忆 一] E,。 注 意 到 在 zE E, 时 ,存在 无 穷 多 个 9， 
使 得 xE E,, 故 有 ren, 由 此 知 EClimE,. 
此 外 ,由 mE 2/g 可 知 ,m(BE) 29/g 二 221g 从 而 我 们 有 
Sn)<+o. 因此 mm HmmEs] ==0, 也 就 有 mCE)=0. 


注 设 w>0OEN)， Sa, 之 十 oo, 作 点 集 


三 {zx € (0,1): 存在 无 限 个 既 约 分 数 p/g,p 与 q 
是 互 素 的 自然 数 ,使 得 |z 一 p/g| < ao/g}， 


则 m(E)=0.( 考查 Es= [j((p 一 a)1g,(p 二 aa)/9)(9EN)， 易 知 EC 
p=0 
UE,( 任 意 mEN). 


gm 


(3) 依 题 设 知 ,对 任 给 。>0, 存 在 开 区 同 列 {74) ,使 得 >， 


Dm(D) 过 (01 一 e/2)-im(E). 从 而 存在 已， 
k=1 
me MN E) > (1 — e/DmT). 


取 有 理 数 rosni, 使 J 会 (ro,r) 必 I, 且 m(]) 之 0 一 e/2) im(14), 则 有 
mI NE)>m(li NN E)> (~— e+ m(]). 
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令 mo=a/zmi 一 bm 一 (Ca 十 1)[n) ,其 中 ! 满足: a<l<6 一 1, 使 
得 m (Ji 站 E) 之 (1 一 em (J1). 因 此, 记 H={rE€[L0,1): zx/n€EJNE}，, 
则 x( 五 ) 志 1 一 e. 注意 到 万 C4, 故 z (4) 志 1 一 e 由 e 之 任意 性 , 知 
m(A)=1. 

(4) (i) 第 一 次 在 使 去 A 个 子 区 间 后 , 剩 下 的 部 分 之 总 长 度 为 
1 一 所 /ma (ii) 在 第 二 次 金 去 和 个子 区 间 后 , 剩 下 部 分 之 总 长 度 为 
kbarm hy) 1 | (1 所 |， 


~ 


mi mims M1 mo? 
…, 对 第 次 过 程 后 , 剩 下 总 长 为 
(ll 
…. 由 此 即 得 所 证 . 


例 7 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 ECR" 是 可 测 集 ,zoER", 则 五 十 {zo} 是 可 测 集 , 且 
m(E 十 {zo)) 二 m(E)，( 可 测 集 的 平移 不 变性 ) 
(2) 设 ECR! 是 可 测 集 , 且 a€ R',6>>0. 若 对 于 满足 |t|<6 的 
1ER!, 均 有 a+tEE 或 a 一 :EE, 则 m(E) 之 6. 
(3) 设 ECR" 且 m(E) 过 0. 车 DCR" 是 稠密 的 可 列 集 , 则 
mRNAUCai 十 加 一 0 
(4) 设 ECRi. 若 对 任意 的 zxERi, 均 有 和 (天 ACE 十 (zj)) 一 0, 则 
(i) m(EA(E+{zr}))=0(rER'); 


(ii) m(E) » m(E')=0. 
(5) 设 ECL[0,1] 是 可 测 集 ,m(E) 之 0, 则 存在 个 互 不 相交 可 测 


集 忆 (i=1,2,…,n) ,使 得 
E= UE m(E) = m(E)/n (i = 1,2,%,n). 
(6) 设 ECRt 是 可 测 集 ,上 且 m(E) 过 十 2, 则 
lim m((E+ {zx}) NN E)= 0. 
证 明 (1) 只 需 指出 歼 十 {zo} 是 可 测 集 即 可 . 由 外 测度 的 平移 不 


变性 可 知 , 对 任意 TCR", 有 
m’*(T)=m’(T— {rz)) =m’((T— {x0)) NN E) 
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+m"((T— {zo)) NN E'), 
(T— {zDDNE= (TN (E+ {zr0)) 
(T— {zDD NE =TN (E+ {ro)).. 
由 此 可 得 mm" (T)==m" (TN (E 二 {zo0))) 十 m* (T(E 十 {zo))). 这 说 
明 五 十 {zo} 是 可 测 集 . 
(2) 由 题 设 知 (- 一 6,6)C({a) 一 E)U({a} 十 E), 再 注意 到 平移 不 
变性 ,可 得 m(E) 之 6. 
(3) 设 1>0,1=[ 一 t,t 了 ,只 需 指出 m( NU de}+E)) 一 0. 对 任 
给 e>0, 作 方 体 P 使 得 m(P\E)<e* m(P). 易 知 存在 aEDG=1,2， 
… ,NN) ,使 得 


N 
ITC UC+to))， 
ml 


N 
UmdP + {a)) < 2 mD). 
iml 
从 而 有 
N 
NU E+ aD CU P+ (adVE + (a))). 
a€ED i 
注意 到 
N N 
Dm(P+ {a NE {a))< De mlP + {a}) 
i=] i=] 


< 2e + m(1), 
根据 的 任意 性 ,我 人 有 mL) (E+ {a})) =0. 


(4) (i) 注意 RIN(E 二 {z)) 一 人 z)} 十 (CRINE) ,以 及 无 ACE 二 (zh 一 
CRINE)A(C(tz} 十 (RINE)), 即 得 所 证 . 

(ii) 易 知 对 zxER:, 我 们 有 

m(E: | (E+ {xz))) =m(EN (E+ {rz})) 一 0. 
若 m (下 )。m(ED)>0, 则 存在 pEE,g€ER"\E,a>>0, 使 得 
ma 人 (五 门 ( 户 一 a 户 十 a)) 二 1.8a， 
m((R\E) NN (g — a,g++ a)) > 1.8a. 
如 果 记 ZK 二 p 一 q， 那 么 可 得 
m((R\E) N (g — a,g + a)) 
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=m(({z} 十 (RINE)) MN ({z} + (g ~ a,g + a))) 
=m(({z} + (R\E) mm (p — a,p + a)) > 1.8a. 
车 |p 一 q|>>2a, 则 ({z} 十 (RNE))N CEn (一 ab 十 a)) 一 好 , 且 有 
(({z} 十 CRINE)) NN (p —a,p+a) 
门 (En 一 a 十 a)) 一 节 ， 
2a ml((({z} + (RN\E) NN (pp — a,p + a))) 
U ENGp—a,p ta))) 
=m((({z} 十 (RINE)) NN (p — a,p + a))) 
+m((EN(p—a,p+ta))) 
>3. 6a， 
导致 矛盾 ,从 而 结论 得 证 . 
(5) 注意 了 (zx)=m《(EN[0,zj]) 是 连续 函数 . 
《6) (i) 设 忆 是 有 界 可 测 集 , 则 易 知 存在 zo>0, 使 得 (五 十 {zo)) 站 
无 = 他 ,结论 自然 成 立 . 
(ii) 对 一 般 可 测 集 E, 可 作 递 增 紧 集 列 (E,}: E,CEClnEN) 且 
m(E,) 一 m( 忆 ) (no0) ,我们 有 
lim m((E + {zx})) N E) 
= limm((E+ (xz) NE)— limm((E, + {7)) NN E) 
limm{((E + {z) MN ENCE, + {x)) N E)} 
Sm(((E+ {z) NN EE, + {x})) NN E)). 
由 此 即 知 ( 令 mco) 
limm((E + {xz}) NE) < limm((E + {xz}))\(E, + {z})) = 0. 
例 8 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 I=[0,1]X[0,1j, 令 
B= EW EL, tnz ootr + 是 无 理 数 | ， 


2 
则 mCE)=x*/6. 

(2) 设 集合 ECR". 若 对 任意 的 zEE, 存 在 开 球 B(xz,6.), 使 得 
m(ENB(z,6:))=0, 则 m(E)=0. 

证 明 (1) 记 [0,1]mnQ= {7.}, 且 作 点 集 
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= {(z,y) ET:sinz<1/2,cos(z 十 J) 一 rm) (EN)， 
(或 EE={(zx,y) ET: 0 过 z<r/6;0 委 ? 委 1,z 十 y 一 arccosro) (n€E N)) 
易 知 m(E,) 二 0LnEN). 注意 到 
m({(z,y) € 1: sinr < 1/2}) 
=m({(z,y) €E 1: 0O<zxr<7/6,0< 1)) = r/6. 


而 E={(z,y) El: Ue x/6. 


(2) 应 用 Lindel6f 定理 (R” 中 的 任 一 覆盖 必 存 在 可 数 覆盖 
例 9 设 定义 在 R: 上 的 函数 f(x) 满足 
IFGz) -AGOo)1 和 ez 一 ?| (ry€ RY). 
车 ECR!',m(E)=0, 则 m(f(E))==0. 
证 明 不 妨 假定 无 为 有 界 集 : EC 一 r,r), 则 对 任 给 es> 0, 存 在 
开 集 G: ECGC( 一 r,r),m(G\E)<e. 现 在 记 G= U (ai,6,) (构成 区 
这 1 


间 之 并 ) ,我 们 有 
f(aisb)) C (flai) — er” |b — ail, flai) + ee” |b — ail). 
由 此 知 m(f(G)) 志 DC，e*” 16 一 qi|<<C。e*”。e. 从 而 得 m(f(E))== 
iZ1 
0. 


8 2.3 可 测 集 与 Borel 集 
基本 内 容 


引 理 (Carathéodory) 设 GR" 是 开 集 , ECG, 令 
= {TE€E:d(z,G)>1/k) (k=1,2,.), 

则 lim m" (EY) = m" (E). 

定理 1 R" 中 的 闭 集 是 可 测 集 . 

推论 ”Borel 集 是 可 测 集 . 

定理 2 若 EE. 妈 , 则 对 任 给 的 e>0, 我 们 有 

(iD 存在 包含 巨 的 开 集 C, 使 得 m (CNE)<es 

(ii 存在 含 于 玉 的 闭 集 下 ,使 得 m(E\F)<e. 

定理 3 车 EE_K, 则 

GD E=H\Z1,H 是 Gs 集 ,m(Z1)=03 
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(ii) E=KUZssyK 是 Ps 集 ,m(Z2) 一 0. 

Cs 集 ,F。 集 皆 为 Borel 集 , 从 而 上 述 定理 说 明了 Lebesgue 可 测 集 与 Borel 集 
的 简明 关系 . 此 处 如 果 仅 从 测度 的 角度 来 看 ,那么 上 述 定理 指出 : 存在 包含 已 的 
集 有 ,m(H)=m(E); 存 在 含 于 上 的 集 尺 ,m(K)=m(E). 我 们 称 如 此 的 有 与 KK 
为 五 的 等 测 包 与 等 测 核 . 

定理 4 (外 测度 的 正则 性 ) 若 ECR", 则 存在 包含 EE 的 Ge 集 已 ,使 得 
于 (五 ) 一 阅 ”( 尼 ).〈 此 时 我 们 也 称 玉 为 五 的 等 测 包 . ) 

注意 , 若 妃 是 已 的 等 测 包 , 并 且 m" (E)<oo, 则 有 m(H) 一 m" (E)=0, 但 
m"(H\E) 不 一 定 等 于 零 .不 过 可 以 证 明 H\E 中 的 任 一 可 测 子 集 皆 为 零 测 集 . 

推论 1 设 EECR" (4=1,2,…), 则 | tm] < em" (E,). 

推论 2 若 {E} 是 递增 集合 列 , 则 limm* (E) =m" (limE). 


典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 ECR! 是 可 测 集 . 若 对 任意 [a,6]CR', 均 有 m(EN(a,6b)) 
声 (b 一 a)/2, 试 证 明 m(E)==0. 

(2) 设 CCR: 是 开 集 ,试问 等 式 m(G) = 二 m(G) 成 立 四 ? 

(3) 设 ECR: 且 m(E)>>0, 试 证 明 记 =c. 

(4) 试问 : 是 否 存 在 闭 集 FC[a,6j],F 关 [a,6b], 而 m(F)=b 一 a? 

解 (1) 反 证 法 .假定 m(E) 关 0, 则 存在 n€2Z, 使 得 m(E,) 关 0( 令 
忆 , 二 EN (n,n 十 1)). 易 知 对 0<e<m(E,) ,存在 开 集 G: GC (n,n 十 1)， 
使 得 

E. CG, m(G)<m(E,)+e. 

将 G 写成 构成 区 间 之 并 U (ai56:) ,我 们 有 EE,= Uy EN (ai,b;) ,以 及 


m(E) = Dm(E NN (ai,b)) < 2 — a)/2 
i 这 1 Ea 
=m(G)/2 < (mlE,) + e)/2. 
由 此 可 知 ma( 玉 ,)<e, 矛盾 ,证 毕 . 
(2) 不 一 定 . 例如 令 Q= {m4}, 取 G= U Bob1/20. 
二 一 1 


(3) 取 巨 中 闭 集 书 , 使 得 普 (F)> 过 0. 由 于 FF 是 不 可 数 集 , 故 有 表示 
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FF=PUZ, 其 中 是 完全 集 ,Z 是 可 数 集 , 目 P=c. 

(4) 不 存在 . 因为 F 关 [a,6j, 所 以 存在 zoE€ (a,5), 但 zoEF. 注意 
到 下 是 闭 集 , 故 存在 go>0,(zo 一 go,zo 十 6o) 门下 一 弛 上 且 (zo 一 So,zo 十 
60)Cla,b). 因 此 ,FC[a,b]N\(zo 一 60,7T0+60), 即 m(F)<b—a. 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ECR', 且 0<a<m(E), 则 存在 EE 中 有 界 闭 集 下 ,使 得 
m(F)=a. 

(2) 设 EC[La,6b] 是 可 测 集 , {14} 是 一 列 开 区 间 且 满足 mENI)> 
2|I1/3(&EN). 若 令 G= Ur m(ENG)>m(G)/3. 


证 明 (1) 不 妨 设 ECL—nn], 并 作 EE 中 闭 集 K, 使 得 m(K)> 
a. 我 们 考查 f(z)==m(KN[ 一 n,z]), 易 知 f(z) 是 Ri! 上 的 连续 函数 ， 
且 有 f( 一 n)==0,f(n)>a. 从 而 知 存 在 zo€ (一 n,n), 使 得 f(zo)==a. 
令 F=KN[—n,zo), 则 FCE Bm(F)=a. 

注 车 上 述 操作 是 对 E\Q 做 的 , 则 最 后 之 闭 集 下 是 无 内 点 的 . 


(2) 对 任 给 6 之 0, 可 选用 (i=1,2,…,n), 使 得 m[ UT) > 
i=] 
m(G) 一 e, 且 [a,6] 中 不 存在 同时 属于 三 个 1 之 点 . 从 而 我 们 有 
mENO>mENUD) =n UEnN) 
i=l i=l 


>1B2h1/3= DN/3>mG6)/3 一 
‘1 1 


令 e->0, 可 知 m(E 站 GG) 这 m(G)/3. 
例 3 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 {B。)。ses 是 R" 中 一 族 开 球 , 记 G= | B。. 车 有 0<4<m(G)， 
acET 


则 存在 有 限 个 互 不 相交 的 开 球 B。,B.。，…，,B。， 使 得 
FmcB,) > M3- 
(2) 设 GCR" 是 有 界 开 集 , 则 存在 球 列 {Bi:}: BCGGEN)， 
m82*<ootp>1D, 合 得 G=limB:. 
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《3) R* 中 任 一 开 集 G 可 表 为 ; G= [了 .UZ ,其 中 {B} 是 豆 不 相 
n=l 


交 的 圆 列 ,m(Z) 一 0. 
证 明 (1) 作 G 内 有 界 闭 集 下 ,使 得 m(F) 这 4. 从 而 存在 B。 (i= 


…,)( 按 半径 大 小 排序 ,B。 之 半径 最 大 )， 使 得 门 已 DF. 令 B= 


B。 ,再 在 B。,B。，…,B。 中 与 及 不 相交 的 半径 最 大 者 记 为 B,, 依 次 继 
续 做 下 去 ,最 后 再 令 B;' = 3 忘 , 我 们 有 
A<m(F) < DmlB') = 3 Dm(B). 
p33 [了 
即 得 所 证 . 
(2) 设 是 属于 R* 的 格 点 ,对 每 个 EN, 令 元 二 Vn /kt*", 且 选 
一 切 满足 B(z/&,rt)CG 的 球 B, 其 全 体 记 为 ,由 G 的 有 界 性 可 知 , 
的 数量 是 OC"). 从 而 存在 常数 C, 使 得 上 述 球 列 满足 >) (m(B;))? 忒 
i 
CArt( 可 选取 x 使 级 数 收敛 ). 
hl 
现在 设 yYEG, 对 充分 大 的 ,有 BC(y,2ri)CG. 因为 有 无 穷 多 个 人， 
可 以 取 到 格 点 zxi, 使 得 yE BCzi/k ,ri). 所 以 同时 成 立 B(y,2rDCG,y 
EB(zi/k,r). 而 由 三 角 不 等 式 易 推 B(xi/k,r)CG,y 属于 无 穷 多 个 
Bh G=limB.. 
(3) 不 妨 假定 m(G)<< 十 oo. 已 知 G= U I'”, {7} 是 互 不 相交 的 


半 开 闭 正 方形 列 . 现在 对 每 个 I”, 作 一 个 同心 内 接 开 圆 B”, 且 令 a,= 
m(B(0,1)), 则 不 难得 到 m《B )/m(I”) 二 az/27. 因此 我 们 有 


m aUs?) = Dna a 
《Te wj2pmtG) =g*m(G), gq=1— /2<1. 
令 Gi=G\U BB, 则 Gi 是 开 集 ,同上 将 Gi 写 为 [] 10, 并 在 每 个 
1 申 作 一 个 同心 内 接 开 贺 B ,我 们 又 有 四 
m cNU as = gm(G1) = gim(G). 
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依次 继续 做 下 去 ,根据 归纳 法 ,最 后 可 得 圆 列 {B%} ,使 得 
m| SU Us?) 二 0. 证 毕 . 

例 4 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ECR". (i) 若 对 任 给 s>0, 存 在 开 集 G: GDE 且 m* (G\ 
E)<e, 则 EE 是 可 测 集 . (ii) 若 对 任 给 es 之 0, 存 在 闭 集 R:, FCE 且 
m(E\F)<e, 则 是 可 测 集 . 

(2) 设 ECR" 且 m*(E)<< 十 ,车 有 

m" (E) = sup{m(F): F CE 是 有 界 闭 集 }， 
则 巨 是 可 测 集 . 

(3) 设 已 ,ECR",EUE: 是 可 测 集 且 m(E1UE,) 二 十 oo. 若 有 
m(BiUE2)=m' (E11)+m" (E:), 则 El 与 E, 和 组 可 测 . 

(4) 设 ECR: 是 有 界 点 集 . 则 五 可 测 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 s 


>0, 存 在 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 之 并 : V = ,使 得 m* (EAV)<e. 


(5) 设 ECR", 则 五 可 测 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 se 之 0, 存 在 开 
集 Gi,G,: Gi pm | E,G; DE, 使 得 m(GiNNG:) <e. 
证 明 (1) 依 题 设 知 ,对 nEN, 存 在 G,: G: 沪 Em" (G,\E) 达 1/n. 


令 H= 们 G., 则 HDE 且 mm" (H\E)<m" (G,\E)<1/n. 从 而 知 


m"(H\E)=0, 而 E=H\N(H\NE), 故 EE 可 测 . 
(2) 对 任 给 e>0, 取 开 集 CG: GE, 且 mx(G) 过 m" (E) 十 e/2. 此外， 
又 选 闭 集 严 ， FCE 上 且 m(F)>m* (E) 一 e/2. 从 而 知 存在 FCECG, 且 
m(G\F)<e, 即 EE 是 可 测 集 . 
(3) 作 1,E; 的 等 测 包 万; ,H;, 我 们 有 
m(H1) +m(H2) > m(Hi U H;) > m(E U E,) 
=m"(E)++m’ (E,) = m(Hi) + m(H,). 
从 而 可 知 mCH1Nn Hi)==0, 且 有 m" (NRE) 二 0. 注 意 到 万 一 
EU (Hi\NE1), 即 得 E1.E .NH. 同 理 有 Es,€ A. 
(4) 充分 性 ” 取 有 界 区 间 J: ECJ,VCJ, 易 知 
CNE)ACWNY) = EAV, 
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lm CNE) —m’ (MV | Sm’ (EAV) <e. 
”再 注意 到 |m* (E) 一 m' (V)|<m" (EAV)<e, 以 及 
m(V) + m(I\V) = m(7), 
|m (E) + m’ (J\E) — m’ (J)| < 2e. 
令 e->0, 我 们 有 m* (EE) 十 m* (J\E) 二 m(J). 由 (3) 即 得 所 证 . 
必要 性 ”假定 EE 是 可 测 集 , 则 对 任 给 s>0, 可 作 开 集 G: G= U 了 


0 


汪 E({I) 是 G 的 构成 区 间 ) 且 有 mm(CNB)<e. 从 而 又 有 m| (INE) <e 


i 


CnoEN). 此 外 ,由 ( RN CU 可 知 可 aU <m[ 由. 因 


nofl 


为 存在 mm mm, 使 得 oj] <e, 所 以 我 们 有 


mn EAU)D) <ml EUL) +m UNE) <2 
im=l i=1 i=1 
(5) 必要 性 ” 设 已 是 可 测 集 , 则 对 任 给 se 之 0, 存 在 包含 已 的 开 集 
Gi 以 及 含 于 巨 的 闭 集 尽 , 使 得 
DGINE) < e/2, m(E\F) < 8/2, 
m(G\F) Sm(G\E) + m(E\F) <e. 
令 G:= 严 , 易 知 Gs 是 开 集 且 有 Gs 沪 E', 我 们 有 mm(Gi 门 Gs) 过 e. 
充分 性 ”假定 存在 G1 沪 E,Gs 沪 ,使 得 mx(G1 门 G,) < 之 e, 则 令 
=Gi, 易 知 FCE, 且 有 m(GI\F)<e. 从 而 可 知 m* (CNE)<e, 即 玖 
是 可 测 集 . 
例 5 (Steinhaus) 设 4,BCR' 是 可 测 集 , 且 有 mm(4)<< 十 co,m(B)<< 十 co， 
试 证 明 f(z)=m(4AN (CB 二 {x}))) 在 Ri 上 连续 . 
证 明 (i) 4,B 是 区 间 的 情形 : 不 妨 设 A=(a,6),B=(c,d), 且 a<c<ad<b， 
我 们 有 


2， xXa—d, 

ad + x), a—d<r<a—e, 
AN(B+7)= - 

(c+zrzdi+z), a—c<r<b—d, 

(c+ zx,6), 5 一 c 委 xz. 


显然 f(z) 连 续 . 易 知 4,B 是 一 般 区 间 时 ,f(z) 也 连续 . 


(i) 4,B 是 开 集 的 情形 : 不 妨 设 4= 1,,8= [外 77- 是 开 区 间 ), 且 


a 


满足 N= 多 ,Jj 介 = 如 0 关 有 ,以 及 m(1,) 近 十 吕 ym(J,)<< 十 2, 则 有 


AN B+)=| Ud n{ Uw.+ ep] 


= U U Cn Yn 十 (x))). 


从 而 知 


m(A+(B 十 {xz})))= Dy md NN (n+ {x}))). 


[注意 md.N c+)<I1, 台 N71=m(4) 过 十, 故 上 式 右 交 级 数 一 致 


收 化 .| 因为 m(1.N (J+ {z))) 是 的 连续 函数 ,所 以 m(AN (B+{z))) 是 z 的 
连续 函数 . 

(ii) 4,B 是 任意 可 测 集 的 情形 : 取 开 集 G4,Gs: G4 刁 4,GsB, 且 m(Ga\A) 
<e/2,m (GeNB)<e/2, 我 们 有 

GaN (Ga+ {(z)C((tz) + (GaNB)) UCGAAM) U (({z} + B) mn A), 

({z} + B) NAC {zr} + G8) N Ga U (Ga\B) U (G4\A). 
从 而 可 得 
Im(GAN (zr} 十 Ga) — mz} + B) NA) 
mGa\B) + m(Ga\A) < e. 
因为 m(G4 作 (Gs 十 {zx))) 是 zx 的 连续 函数 ,所 以 存在 3>>0， 
lm(Gan (Gs + {xz)) 一 m(Gamn (Ga + {3})))| <e， 
Iz—yl<¢. 
由 此 知 对 满足 lz 一 ?|< 3 之 y, 就 有 
Im(AN (B+ {z})) —m(AN (B+ {3})] 
< lm(GaN (Gs + (z)) — m(AN B+ {zx}))| 
+ Im(Ga NN (Gs + {z)) — m(Ga NN (Gs + {3y)))1 
+ lIm(Ga MN (Ga {3))) — m(AN (B+ {(y))) | < 3¢. 

即 得 所 证 ， 

例 6 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 ECR",HDDE 且 厂 是 可 测 集 .车 万 \E 中 任 一 可 测 子 集 皆 
为 零 测 集 ,试问 玉 是 EE 的 等 测 包 吗 ? 
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(2) 设 m' (E) 二 吕 ，, 试 证 明 存 在 Gs 型 集 五 : 五 忆 已 ,使 得 对 于 任 
一 可 测 集 4, 都 有 za"( 巨 门 4) = m(H 人 4). 
(3) 设 {E}CR" 是 递减 可 测 集 列 ,SCR" 且 m* (5S) 过 十 oo, 试 证 
明 limm" (ENS)=m" (limEiNS). 
解 (1) 作 E 的 等 测 包 G, 因 为 H\GCH\E 且 HNG 是 可 测 集 ， 
所 以 m(HNG)=0. 由 此 知 m* (E) 二 m(H), 即 态 是 上 的 等 测 包 . 
(2) 作 巨 的 Gs 型 的 等 测 包 矿 , 且 对 任 一 集 4E€.N, 设 B 是 
(HN4)\(EN4) 中 的 任 一 可 测 集 , 则 由 
(HNAIN(ENA)CH\E 
可 知 ,m2(B) 二 0. 从 而 根据 (1) 即 得 m(H 门 4)==m* (EN A4). 
(3) 根据 E(kEN) 的 可 测 性 ,可 知 
m’(S)=m’(SNE)+m'(SNE) (EN)， 
令 k>o0, 并 注意 到 {SEi) 是 递增 集合 列 , 又 得 
m" (S$) = jimm (S 站 ED) + m° (S NN dimE,)’). 
但 因 limE, 是 可 测 集 , 所 以 应 成 立 等 式 
m" (S) 一 (SN limEd) + m° (S N (imE)'). 
从 而 我 们 有 (注意 mm* (S)< 十 o0)) 
limm" (Ei N S) = m* (limE, N 5). 
例 7 试 证 明 下 列 命题 , 
(1) 设 互 ,EsCR", 则 mm" (BE1UEs)==m* ( 忆 ) 十 m* (Eo) 的 充分 必 
要 条 件 是 : 存在 可 测 集 Mi ,NM : Mi 沪 E,,M 沪 Es, 目 m(Mi 站 M;)=0. 
(2) 设 py* 是 定义 在 R*" 上 的 一 种 外 测度 ,车 任 一 Borel 集 都 是 wj 
可 测 集 , 则 /" 是 距离 外 测度 ， 
证 明 (1) 充分 性 不 妨 假 定 m* (EUE)<< 十 co. 对 任 给 es 之 0， 
作 开 集 G, 使 得 
GOE UE,, m(G)<m’(E UE,)+e. 
因为 ECMNG,ECMzNG, 且 m[(M1NO)N CM 站 G)j=0, 所 以 得 
到 
m’“ (ED) +m’ (Ey)S mM NG)+m MN G) 
=m(M NG)U MN G6)) 
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SmG) Sm’ (EU E,)+e. 

由 的 任意 性 可 知 ,m* (E1UEz)==m" (E1) 十 m* (Ez). 

必要 性 ” 作 互 ,Ei 的 等 测 包 Mi,M;: m(Mi)=m* (Ei),m(M;) 一 
m" 《2). 如 果 mCMi 门 M,) 之 0, 那 么 就 有 

m" (EU Es) = m’ (E) + m’ (Es) = m(Mi) + mM;) 
=m(Mi U MD) 十 mn Mi) > mM U M;) 
>m’ (EU E,). 

这 导致 蔬 盾 , 故 mM 由 M)=0. 

(2) 依 题 设 知 , 开 集 是 y* 可 测 的 . 现在 设 E1,E, 是 R" 中 的 两 个 点 
集 , 且 d(E,,Es)>>0, 则 可 作 开 集 G: GE 且 GE 二 多 .从 而 得 到 

Ap (Er U Es) =p° (Ei UE,) NG) + pp’ (EU E,) NN G') 

=p° (E1) + p° (E,). 

即 得 所 证 . 

例 8 解答 下 列 问 题 : 

《1) 试 证 明 [0,1] 中 存在 非 空 完全 集 C,, 使 得 G=[0,1]NC, 是 开 
集 , 且 m(G)=1/(p 一 2)=6>>0( 或 p=(1 十 26)/6), 其 中 CC 无 内 点 . 
(也 称 C， 为 类 Cantor 集 或 Harnack 集 ) 

(2) 设 0<6<<1 以 及 区 间 [a,6], 试 证 明 存在 [a,b] 中 稠密 开 集 G， 
使 得 m(G)=6(5 一 a). 

(3) 试 将 [0,1] 表 成 两 个 互 不 相交 的 可 测 集 4,B 之 并 集 ,使 得 对 
[0,1] 中 任 一 区 间 7, 均 有 

mAND>0, mBND>o. 

解 (1) 取 p=(1 十 26)/6, 并 采用 类 似 于 Cantor 集 的 构造 过 程 : 
第 一 步 , 我 们 在 [0,1] 中 移 去 长 度 为 1/p 的 同心 开 区 间 ; 第 二 步 ,在 留 
存 的 两 个 闭 区 间 的 每 一 个 中 ,又 移 去 长 度 为 1/p? 的 同心 开 区 间 ; 第 三 
步 ,在 留存 的 四 个 闭 区 间 中 再 移 去 长 度 为 1/zz 的 同心 区 间 ;…. 继续 此 
过 程 , 可 得 一 列 移 去 的 开 区 间 , 记 其 并 集 为 C( 开 集 ), 则 G 的 总 长 度 为 
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(2) 类 似 于 Harnack 集 的 作法 ,只 是 以 [a,5] 代 替 [0,1],p= 
(1 十 26)/6 之 3. 第 一 步 挖 去 以 (a 十 b)/2 为 中 心 ,长 为 (6 一 a)/p 的 开 区 
间 I ,第 二 步 再 在 剩 下 的 两 个 闭 区 间 中 ,各 挖 去 同心 且 长 为 (6 一 a)/p? 
的 开 区 间 11”,72?.…. 继续 类 似 地 做 下 去 ,得 到 [a,5] 中 一 个 开 集 G( 被 


挖 去 者 ): G 一 U U7", 且 有 


m(G) = Si De 一 a)/ 加 一. 一 a)， 
(3) 类 似 于 Harnack 集 的 作法 ， 


GD 在 [0,1] 中 作出 无 内 点 的 对 称 于 区 间 中 心 的 完备 集 1, 生 
m(H)=1/4. 


Gii) 在 [0,1] 中 页 的 每 个 剩余 的 邻接 区 间 内 , 均 作 出 如 (i) 中 之 完 
备 集 ,可 得 及: 一 【j HP, 且 mm(H) 一 118. 依次 类 推 ,…, 可 得 A 人 


U Hism(A)=1/2. 
Li 
现在 , 令 B=[0,1]N4, 并 设 了 是 [0,1] 中 任 一 区 间 , 又 取 no, 使 得 


mo 之 22/ 17|， 咽 知 也 的 邻接 区 间 长 度 小 于 1/no, 故 存在 一 个 区 间 J 
JNHi=Y (R=1,2,.,n0), 
mJ NN Hn) = 1/2", 
mJ NN Ha) S|/2t (= 2,3,.). 
由 IN45JNHiw, 故 m(I1N 站 4) 宇 m(JNH,w1)>0. 此 外 ,因为 J A 


8 


=UUuNa mIN dE DIN 所 以 m(JNB)>0. 


易 知 mB)>0. 
例 9 解答 下 列 问题 : 
(1) 试 作 [0,1] 上 的 函数 f(z), 使 其 不 连续 点 集 DD 满足 (i) 
m(D)==0. (ii) 对 任意 的 (a,B)CL0,1], 点 集 DN 们 (a,B) 不 可 数 . 
(2) 试 作 ECL0,1],m(E)=0, 使 得 对 任意 的 f€ RC([0,1]) 
(Riemann 可 积 ),E 中 均 有 f(z) 的 连续 点 . 
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(3) 设 0<e<1CEN), 则 e 一 0(n 一 co) 的 充分 必要 条 件 是 : 存 


在 EC[0,1] 目 m(E,) 二 en(nEN), 使 得 Da,(z) 之 +o0,xE [0,1]\ 
Z,m(Z)=0. 

(4) 设 FCR" 是 无 内 点 的 闭 集 , 且 m(F)>0. 若 有 ZCR" 且 
m(2Z)==0, 则 XrEC(Z). (但 对 任 给 二 0, 存 在 开 集 GCR",m(G)<e， 
使 得 Xe E€ CCG)). 

解 (1) (i) 记 [0,1] 中 的 Cantor 集 为 Ci. 

(ii) 在 [0,1]\C; 中 的 每 个 剩余 邻接 区 间 中 ,再 类 似 于 作 Cantor 集 
的 三 分 手法 ,作出 完全 集 , 其 全 体 记 为 C:,…， 依 此 法 继续 作 下 去 ,可 得 
{C 小 现在 令 C= 【jc., 且 作 函 数 如 下 ， 

nl 


1l/2, XEC, (n€N), 


/n= | De 
0， FP 


即 得 所 求 . 
(2) 记 [0,1]nQ= {7,), 且 对 每 个 ,我 们 作 (0,1) 中 开 区 间 列 


{1} mEI 且 II<2 .人 令 Gi= 则 IP( 开 集 ),G:>QN[0,1] 
日 天 一 】 


且 m(GD 委 2 再 令 天 = 门 Gi(G: 集 )C[0,1j, 易 知 m(E)==0. 
=) 


因为 稠密 的 G; 集 的 补 集 是 第 一 纲 集 ,所 以 五 是 第 二 纲 集 . 从 而 E 
必 与 每 个 稠密 Gs 集 有 非 空 交 集 . 另 一 方面 ,f(z) 是 Riemann 可 积 的 ， 
其 连续 点 集 是 Gs 型 集 , 必 稠 密 ,证 毕 . 

(3) 必要 性 令 本 =[0,e](OEN), 则 mr( 胞 ) 一 6(zEN), 易 知 


六 如 CD<+eoaexe [0,1]. 
充分 性 由 六 Xe (z)<< 十 cae ze [o,1] 可 知 ,使 S Xe (z) 一 
n= 天 一】 
十 cc 的 点 集 是 [0,1] 中 点 属于 {E.} 中 无 穷 多 个 的 = 全 体 , 即 上 限 集 [rs 
也 是 零 测 集 . 由 此 可 得 ima| 到 一 0. 故 lime, 一 limm(E,) 一 0. 
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(4) 依 题 设 知 Z' 由 F 关 多 .假定 对 zeEZenE,XrCz) 在 z=ze 处 关 
于 2 是 连续 的 , 则 存在 go>0, 使 得 
Xr(z)=1 (rE€ Bro,6) NN 2°). 
这 说 明 B(zo,6) 站 ZCF, 但 m(2Z)=0, 故 B(xo,60) 几 Z' 在 B(xo,6。) 
中 稠密 . 矛盾 . 


§ 2.4 正 测度 集 与 矩 体 的 关系 
基本 内 容 


定理 1 设 E 是 R" 中 的 可 测 集 上 且 m(E)>>0,0<4<1, 则 存在 答 体 7, 使 得 
aT| < mm NN E). 

定理 2(Steinhaus,1920 年) 设 已 是 R" 中 的 可 测 集 且 m(E)>>0. 作 (向 量 差 ) 
点 集 


巨 一 下 全 {z 一 >:xzyE 匹 )， 
则 存在 go>0, 使 得 巨 一 EDB(0,6o). 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) [0,1] 中 存在 正 测 集 EE, 使 得 对 于 [0,1] 中 任 一 开 区 间 7, 有 0 
<m(END<m(D). 

(2) 设 『=(E。} 是 Ri 中 某 些 互 不 相交 的 正 测 集 形成 的 集 族 , 则 『 
是 可 数 的 . 

(3) 设 ECR!' 且 m(E) 之 0, 则 存在 zi,zxz€EE, 使 得 |zx1 一 zi| 是 有 
理 数 . 

(4) 设 EC[0,1] 是 可 测 集 且 有 

m(E) 之 e>0, xz;€ [0,1],i=1,2,,n, 

其 中 n>>2/e. 则 中 存在 两 个 点 其 距离 等 于 {zi ,zs，… ,zx,} 中 某 两 个 点 
之 间 的 距离 . 

证 明 (1) 首先 在 [0,1] 中 作 类 Cantor 集 Hi: m(H1)==1/2. 其 次 
在 [0,1] 中 H' 的 邻接 区 间 {1,} 的 每 个 六 内 再 作 类 Cantor 集 Hi: 


m(Hy) 二 4141/2:, 并 记 H;= Hy. 然后 ,对 HiU Hi, 的 邻接 区 间 
iE1 
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{72j} 的 每 个 12;, 又 作 类 Cantor 集 妃 5: ma( 五 5 站) 一 171/23 再 记 Hs= 
口 ze，…, 傅 次 继续 进行 , 则 可 得 (万 -). 令 已-【j 且 ., 即 可 得 证 . 
二 1 a=l 

(2) 令 了 =[ 一 n,nl(n=0,1,2,),E™=(T nM ) NE,n=0,1, 
2,…), 对 每 个 ,在 中 使 得 m(Es")>>0 的 Es” 只 能 有 可 数 个 . 从 而 了 
是 可 数 的 . 

(3) 注意 ,存在 6>0,E 一 E 刁 (一 6,9). 

(4) 作 玉 =E 二 (zi) (==1,2,…,n), 则 由 测度 的 平移 不 变性 可 知 ， 
m(Ei) 二 m(E)(i=1,2,…,n). 又 因为 有 ECL0,2]G=1,2,…,n), 所 
以 如 果 {E;} 之 间 互 不 相交 ,就 有 


Dm(E) = nm(E)S2, n<2/m(E) <2/e. 
im1 


这 与 题 设 矛盾 , 故 存在 za: ia 关 i 且 1 入 io 入 mw 使 得 Ei 站 E; 关 3. 
即 存在 s,t€E ,使 得 s 十 zi ==t 十 x. 从 而 有 |s 一 +:| 二 |zxi 一 zx 1, 证 毕 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 4,BCRI 且 (4)>0,m(B)>0, 又 DCRI 在 Ri 中 稠密 ， 
则 存在 a€ 4,5E B, 使 得 6--a€ DD. 

(2) 设 A,BCR! 且 m(A)>>0,m(B)>>0, 作 点 集 E= {la 一 6b|: 
aE4,0EB)》, 则 已 包含 一 个 区 间 . 

(3) 设 4,BCRI 且 xm(4)>0,mm(CB)>0, 则 4 十 B 包含 一 个 区 间 . 

(4) 存在 A,BCR!: m(A)=m(B)=0, 且 mm(A4 十 B)>>0. 

证 明 (1) 由 题 设 知 存在 区 间 I4,1s, 使 得 
Mt4 站 Ta)>317l4，17l < 17M2，m(en B) >>31Ts1/4. 
把 区 间 14 等 分 , 则 存在 子 区 间 了 ,使 得 m(I 站 4)>31Is1/4. 由 于 D 是 
稠密 集 ,可取 dE D, 使 得 (Is 门 B) 十 {4}C7. 我 们 有 

m(] fA) > 3|1s1/4, 
m((ls (| B) + {4d}) = m(ls  B) > 311s1/4. 

从 而 得 m(IN (C4NB) 十 {4d)))>>0, 即 存在 a€ A,5bE B, 使 得 6 一 a€ 
D. 

(2) 令 志 =DD, 若 DD 在 R' 中 稠密 , 则 由 (1) 可 知 ,存在 a€ 4,5E8B， 
使 得 6 一 a€ D. 这 与 DD 的 定义 矛盾 , 即 D 非 稠 密集 . 因此 就 包含 一 个 
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区 间 了 . 
(3) 易 知 m( 一 B)=m(B)>>0, 而 4 十 B=4 一 (一 B) 就 包含 一 个 区 
间 了 . 
(4) 取 4=B 二 C(Cantor 集 ), 则 4 十 B= 二 [0,2]. 
例 3 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 ECR' 且 m(E)>0, 则 存在 a 过 0, 使 得 
(E+{r)NMNEz#G (zl<a). 
(2) 设 ECR?*, 且 mm( 歼 )>0, 则 存在 zoE 玖 ,使 得 对 任 一 圆 B(xo,6) 
会 B, 均 有 m(BNE)>>0. 
(3) 设 EC[0,1] 是 可 测 集 . 若 存在 66: 1>>6。>0, 对 任 一 区 间 
(ayb)CL0,1j, 均 有 m(EN(a,6)) 之 60(6 一 a), 则 m(E)=1. 
(4) 设 ICR! 是 开 区 间 , ECR: 是 可 测 集 . 若 存在 4 汪 >0, 使 得 
m(EN7)>>4|IT|, 则 对 n€EN ,存在 开 区 间 JCI: 
I =n TI, ml(E ND > 2A. 
证 明 (1) 因为 存在 a 之 0, 使 得 一 E 必 (一 a,a). 所 以 当 |x | 过 a 
时 ,有 zz ,zs€EE, 使 得 z=xi 一 x2. 即 z 十 z+.€EE, 也 就 是 说 
(E+ {x ) NEY (lr|<a). 
(2) 反 证 法 . 应 用 Linder6f 定理 (可 数 覆盖 ). 
(3) 作 点 集 [0,1]\E=M, 则 
m(EN(ab)) +m( MN (ab)) =6—a. 
注意 到 m(E 门 (a,6)) 之 60(6 一 a), 故 有 
mMN (ab))) SO — 4— a). 
令 4=1 一 6, 注意 到 0<4<<1, 这 也 就 是 说 ,对 任意 (a,5), 均 有 
m(M 站 (a,6))<X(6 一 a). 但 这 只 能 是 m(M)=0, 即 m(E)=1. 
(4) 将 了 等 分 成 个 互 不 相 重 的 区 间 : ,了 ,,… ,了 ,, 则 
DD = <m(END= SmlE ND). 


i=l 
由 此 可 知 ,存在 io, 使 得 mCEN1T)>>X*|Ii1. 从 而 取 J 为 二 即 可 . 
例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) GD) 设 ECR: 且 m(E)>1, 则 中 存在 两 点 : Pl= (zi,y)， 
PP 二 (x2,y2) ,其 中 zy 一 x1EZ,ys 一 y1 EZ(Z 是 整数 集 ). 
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(ii) 设 SCR: 是 以 原点 (0,0) 为 中 心 的 对 称 凸 集 , 且 m(5) 二 27, 则 
5 包含 整数 格 点 已 = (xz,y) 关 (0,0). 此 外 ,又 若 存在 zeEN ,使 得 m(S) 
>n。* 2*, 则 S 至 少 包含 2no 个 整数 格 点 . 
(2) 设 4C[o,1] 且 mx(4)>1/2, 则 4 包含 一 个 子 集 ho: mm (4o)> 
0, 且 ho。 关于 点 z=1/2 是 对 称 的 . 
(3) 设 有 定义 在 R' 上 的 函数 f(z) ,满足 
f(zt+y) = + fy), ry€ER!, 
且 在 ECR'Cm(E)>>0) 上 有 界 , 则 f(x) 二 cz (xzER'), 其 中 c=f(1). 
证 明 (1) Gi) 将 R: 分 解 为 可 列 个 以 整数 格 点 为 顶点 的 正方 形 . 
记 工 = 7 疙 (JEZ), 作 点 集 
li={L+P:P= (rx,y) € [0,1) x [0,1)}, 
Ei= {{x}—L:r€EENI), 
由 Dm(E4) 2m(EN1)=m(E)>1, 可 知 集合 族 {E1} 不 能 全 部 互 


不 相交 . 从 而 存在 Li,L€ ZXZ, 使 得 Ei 则 Ez#2. 令 XE EL NNE,， 
则 
A=P—L=P—L, (P,P,€E). 
因此 ,0 关 Pi 一 P,=L 一 L.€ZX2Z. 
(ii) 考查 点 集 天 = {z/2,zES}. 此 外 ,用 类 似 于 (i) 的 推理 , 易 知 存 
在 至 少 属于 {EL} 中 no 十 1 个 集合 的 点 , 从 而 EE 含有 不 同 点 十 ,Ze …， 
Lt, 使 得 一 LEZXZ. 注意 指标 i, 使 得 工 ;不 属于 其 余 点 组 成 的 凸 
包 , 易 推出 土 (L, 一 Li)(k 关 让 是 相 异 点 组 ,证 毕 . 
(2) 考查 一 4, 并 令 一 A 十 (1}==B, 则 m(B)=m(4). 又 记 E=AN 
B, 由 BCL0,1] 可 知 ,E 关 Z. 易 知 m(E) 之 0( 否 则 由 m(4) 十 m(B)>1 
可 知 ,m(AUB)=m(4) 十 m(B)>>1, 矛 盾 ). 
现在 ,车 有 xEEN[0,1/2j, 则 一 xE[ 一 1/2,0]. 从 而 得 一 + 十 1€ 
[1/2,1j. 又 ,xz€EB, 则 z= 一 y 十 1(yE€ 4). 我 们 有 
—7 二 +1=yE€{i/2,1], z+y=1. 


即 对 称 成 立 . 
(3) (i) 首先 ,由 题 设 知 ,对 rEQ, 必 有 f(r)=rf (1). 
(ii) 其 次 ,由 m(E)0 可 知 ,存在 区 间 I: TCE 一 E. 不妨 设 
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17(z)1 委 M (xzEE), 又 对 任意 的 z€ET, 有 zx ,zx*EE, 使 得 ==x' 一 zx”， 
则 

IFGz)| = Acz) 一 Faz)1 秋 |FGr)| 十 zs 委 2M 

记 I=[a,6j, 并 考察 [0,6b 一 aj. 若 rELD0,6 一 aj, 则 xz 十 a€ [a,6]. 
从 而 由 f(z)=f(z 二 a) 一 f(a) 可 知 ,1f(z)| 寺 4M(zrE[L0,6 一 aj). 记 
0 一 4 一 c, 这 说 明 

If(D| < 4M, rE€ [0,c]. 

易 知 |f(x)| 二 4M, rE€E[—c,c]. 

已 知 对 任意 的 zxER: 以 及 自然 数 ” 均 存在 有 理 数 ~, 使 得 |z 一 ~| 
过 c/n. 因此 我 们 得 到 

|7Gz) — zf D1 = f(z or) +rf) 一 zFG)| 
= HG 一 nD+e-aDHODIS 纪 二 < 


根据 ”的 任意 性 (z 的 任意 性 ), 即 得 f(x)=zf(1). 


$2.5 不 可 测 集 
基本 内 容 


定理 R" 中 存在 不 可 测 集 W. 
典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问题 ， 

(1) 设 ECR: 且 zm( 五 )>0, 试 证 明 存 在 天 中 不 可 测 集 攀 . 

(2) 试问 是 否 存在 EC[0,1], 使 得 对 于 任意 的 xER:, 存 在 >E 五 ， 
有 zx 一 y€Q? 

(3) 试 在 [0,1] 中 作 一 不 可 数 集 W ,使 得 W 一 W 无 内 点 . 

(4) 设 有 f: [a,56] 一 R', 若 对 于 [a,5] 中 任 一 可 测 集 EE,f(E) 必 为 
R! 中 的 可 测 集 , 试 证 明 : 对 于 [a,6] 中 任 一 零 测 集 2Z, 必 有 m(f(2Z))= 
0. 


解 GD 由 一 (EN[ 一 m,n) 可知 ,存在 ,使 得 


m(E)>0 (Eo= ENT[- n,no)). 
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对 zeE 瓦 , 作 巨 一 (tEEo:t 一 上 EQ), 易 知已 一 |-. 


xzEEo 
设 mzEEo. 若 zi 一 zzEQ, 则 尼 一 尼 否则 有 Es 则 E,,==. 从 
而 知 存在 由 不 同 的 E 中 都 取 一 个 点 组 成 点 集 W: WCEo. 现在 记 {r,} 
二 Q 门 [一 2no，2no], 则 得 
(W+{n NW+{r)) = GS nA?)), 


U W + tr) CT[ 一 3no,3no]， EoC U (W + {7}) 
假定 W 是 可 测 集 ,那么 每 个 W 十 {r。} 是 可 测 集 ， 我 们 有 


Om(EVS DomeW+ (r= Dm WSon Cx) 
在 上 式 中 : 若 m(WW) 一 0， 则 mB) =0, 这 导致 政 盾 ; 着 mW) 之 0， 则 


六 mw) 一 上 co>em, 也 与 (w) 矛 盾 . 这 说 明 W 是 不 可 测 集 . 


no] 

(2) 存在 . 只 需 取 [0,1] 中 EE 为 不 可 测 集 即 可 . 

(3) 将 [0,1] 中 的 一 切 点 分 解 成 许多 等 价 类 : 当 z,yE [0,1] 且 
Zz 一 y€EQ 时 ,z 与 y 属 于 同一 类 ,然后 在 每 一 类 中 取 一 个 点 形成 点 集 
W. 自然 ,W 是 不 可 数 集 . 

(让 对 z€EW,zr 一 z=0E€W,0EQ\{0). 

(i) 对 ZzEW,yEW 且 z 关 y; 则 zx 一 yEQ. 从 而 

zx—y€ (QN{0)) 

综合 (i), (ii) 结 果 , 我 人 有 WW 一 WCCQ\{0))“, 故 W 一 W 不 含有 内 
点 ， 

(4) 反 证 法 . 假定 z(CFCZ))>0, 则 f(Z) 内 包含 有 不 可 测 集 W. 但 
六 (W)CZ 且 m( 广 :(W))=0, 故 由 题 设 知 [六 !(W)) 一 多 是 可 测 
集 , 矛 盾 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 4CR" 是 可 测 集 ,而 BCA 是 不 可 测 集 , 则 mm* (4NB) 二 0. 

(2) 设 有 点 集 E. 若 对 任意 的 满足 FCECG 的 闭 集 和 开 集 G， 
有 

sup{m(F)} < inf{m(G))} ， 
则 互 不 可 测 . 
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(3) 设 WCL0,1j 是 如 例 1 之 (3) 中 所 作 的 不 可 测 集 , 则 W 内 的 任 
一 Borel 集 4 满足 m(4A)=0. 

证 明 (1) 注意 B 一 4NC4NB). 

《2) 反 证 法 .不 妨 设 m(E) 过 十 吕 , 假 定 E 可 测 , 则 取 eo= 
inf{m(G)) 一 sup{m(F)}, 可 作 开 集 G， 闭 集 FF 使 得 GDE,FCE, 上 且 
m(G\E)<e/2,m(E\F)<e/2. 从 而 可 得 

m(G) —m(F)=m(G) — m(E) + m(E) — m(F) < e. 

这 与 题 设 矛 盾 , 得 证 . 
(3) 作 4,=4 二 {fr}), 则 m(4)=m(4,). 且 当 有 理 数 r,s 满足 


0<r<s<1 时 ,4, 几 14, 二 2 ,还 存在 区 间 了 : 加 4, 基 中信 二 A 十 
} ,rw} 是 [0,1) 中 有 理 数 全 体 . 现在 假定 m(4) 之 0， 则 由 
Tl 宕 > m(A,) 一 十 co 


导致 矛盾 , 即 得 所 证 . 

例 3 解答 下 列 问题 : 

(1) 试问 一 族 可 测 集 的 交集 必 是 可 测 集 吗 ? 

(2) 设 『 是 一 族 半 开 闭 区 间 T(T= (a,6] 或 [a,5)) 之 全 体 , 试 证 明 
VY! 是 可 测 集 . 


(3) 试 作出 互 不 相交 的 点 集 列 {E,) ,使 得 
| UE) < Sm: Ey. 
(4) 试 作 递减 集合 列 {A1) 满 足 
Mi (Ai) < 十 co (EN)， m" (limA) < lmm (AD). 
解 (01) 不 .例如 记 W 是 R' 中 的 不 可 测 集 , 则 由 站 {a} 一 


(Ufa) 二 Wr 可 知 (可 测 集 {a}' 一 R' 一 {a)) 对 a€W, 作 交 是 不 可 测 


a€EW 
集 . 
《2) 用 等 价 关 系 : TI~J(I 间 J 关 多 ) 将 T 分 解 成 由 等 价 类 形成 的 类 
族 , 易 知 每 个 等 价 类 中 一 切 半 开 闭 区 间 的 并 集 是 一 个 区 间 , 从 而 yr 
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是 可 测 集 . 

(3) 设 友 CC(0,1) 是 不 可 测 集 , 令 {roj =Qn (一 1 1 以 及 Ei 一 
W 十 {ri) (EN), 即 为 所 求 . 

(4) 采用 (3) 中 之 {E4} , 且 令 

Ai= (0,D\UE (=1,2,), 
i=1 

易 知 limm* (A) >m" (limAi)=0. 

例 4 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 W 是 不 可 测 集 ,E 是 可 测 集 . 试 证 明 EW 是 不 可 测 集 . 

(2) 设 WwC[o,1] 是 不 可 测 集 , 则 存在 eo: 0<e 雪 1, 使 得 对 [0,1] 
中 任 一 可 测 集 五: m(E) 之 eo,ENW 均 不 可 测 . 

证 明 (1) 不 妨 设 m( 正 ) 盖 0, 用 反 证 法 .假定 尼 Aw 是 可 测 集 , 则 
由 

EUW= (ENW)U EAW), 
易 推 出 ENW 是 不 可 测 集 ( 因 为 否则 有 EUW 可 测 . 从 而 当 W\E 关 名 
时 ,WNE= (EUW)NE 是 可 测 集 . 再 根据 假定 ,又 知 E\W 是 可 测 集 . 由 
此 就 得 到 
W= (W\E)U (WN E) 

是 可 测 集 ,与 题 设 矛盾 . 这 说 明 ENW 不 可 测 ). 从 而 EW 就 不 可 测 . 

(2) 反 证 法 . 若 对 任 给 e: 0<s<<1 , 均 存 在 EC[o,1]: m(E.) 之 e， 
使 得 已 们 多 是 可 测 集 , 则 对 e: 0<e<1 且 e 一 1(* 一 co) ,记忆 一 开 
CEN), 又 作 正 = (EE, 可 知 

&mE)<mE)<I (EN). 
现在 令 n*oo, 易 知 m(E) 二 1. 因为 我 们 有 
m(([0,1]\E) NW) < m([0,1]\E) = 0, 
所 以 m(([0,1JNE) 则 W)=0. 这 说 明 ([0,1]\E) 几 W 可 测 .但 另 一 方 
面 又 有 
W=WNE)U WA (0,1NE)) 


=|( Uw nN ED)) Uw N ole)). 


注意 上 式 右 端 是 可 测 集 ,从 而 推出 W 是 可 测 集 .矛盾 ,证 毕 . 
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§ 2.6 连续 变换 与 可 测 集 
基本 内 容 


定义 设 有 变换 了 :; R">R". 若 对 任 一 开 集 GCR", 逆 像 集 
T-'(c) 即 {rE R"; T(r) ECG} 
是 一 个 开 集 , 则 称 T 是 从 R" 到 R" 的 连续 变换 . 
定理 1 变换 7: R"~~R" 是 连续 变换 的 充分 且 必 要 条 件 是 ; 对 任 一 点 zER" 
以 及 >0, 存 在 6>0, 使 得 当 |y 一 xz|<6 时 ,有 |T(y) 一 T(z)|<e. 
定理 2 设 T: R">R" 是 连续 变换 . 若 玉 是 R" 中 的 紧 集 , 则 T(K) 是 R" 中 的 
紧 集 . 
推论 1 设 T: R"~~R* 是 连续 变换 . 若 已 是 F 集 , 则 T(E) 是 F。 集 . 
推论 2 设 T: R"~~R" 是 连续 变换 . 若 对 R" 中 的 任 一 零 测 集 Z,T(Z) 必 为 零 
测 集 , 则 对 R" 中 的 任 一 可 测 集 已 ,7 (五 ) 必 为 可 测 集 . 
定理 3 若 T 了 : R"~~R" 是 非 奇 异 线性 变换 ,ECR", 则 
m’* (T(E))= |detT| zz (E). 
(ldetT | 表示 矩 阵 工 的 行列 式 的 绝对 值 . ) 
推论 设 T: R">R" 是 非 奇异 线性 变换 , 若 EE.H, 则 T(E)E_H 且 有 
m(T(E)) = ldetT| + m(E). 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 若 了 : R"-~R" 是 线性 变换 , 则 了 是 连续 变换 . 

(2) 若 ECR? 是 可 测 集 , 则 将 E 作 旋 转变 换 后 所 成 集 为 可 测 集 ， 
且 测 度 不 变 . 

(3) R: 中 三 角形 的 测度 等 于 它 的 面积 . 

(4) 圆 盘 D=((z,y): z 十 yY 二 7) 是 R: 中 可 测 集 , 且 m4D) = 


(5) 设 EC( 一 x,x], 0 三 a 之 b 志 十 0, 邻 
SE = Sg(a,b) = {(rcosO ,rsinb): a <r<6b,0€ E). 
大 家 知道 , 若 已 = (a,B), 则 Sz 就 是 通常 所 说 的 扇形 ,其 面积 为 
(b? — a’)(B — a)/2. 
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(1) 对 于 一 般 点 集 瑟 ,我们 有 ma" (Se) 委 ( 旦 一 a2)mm (E)/2. 
(注意 ,这 里 m* (Sz) 是 二 维 外 测度 ,m*(E) 是 一 维 外 测度 . ) 

(D 若 EC( 一 xx] 是 可 测 集 , 则 Ss 是 可 测 集 . 

证 明 (1) 事实 上 , 令 ej(1=1,2,…,n) 是 R" 中 的 一 组 基 , 则 对 R" 
中 任意 的 zx 一 (6 后 6) ,有 

T= et + ée,. 
再 令 T(e) 二 zi(i 二 1,2,…,n), 又 有 
T(z) 一 名 zi 十 … 十 和 zu 


记 M=[ > =“ 可 得 
Iris Ianl + +t gle 


<| Dl "| Dis)" =M. [zl. 
由 此 可 知 
IT(y) 一 T(z)| = 1TC 一 z)1 委 My 一 z|. 
这 说 明了 T 是 连续 变换 . 
(2) 证 略 . 
(3) 显然 ,R: 中 任 一 三 角形 都 是 可 测 集 . 由 于 测度 的 平移 不 变性 ， 
故 不 妨 假定 三 角形 的 一 个 顶点 在 原点 , 且 记 此 三 角形 为 4, 其 面积 记 为 
141, 因 为 m(4) 一 (一 4) ,所 以 经 平移 后 可 得 2m (4) 一 mm (4) 寺 
m( 一 A) = 二 m(P), 其 中 PP 是 平行 四 边 形 . 再 将 P 中 的 子 三 角形 作 旋 转 
或 平移 ,可 使 P 转换 为 矩形 Q, 上 且 有 m(P) 二 m(Q) 二 1P1=2|A|. 从 而 
得 m(4)=141. 
(4) 记 P, 与 Q; 为 DD 的 内 接 与 外 切 n 边 正 多 边 形 序列 ,由 一 切 P。 
与 Q, 的 可 测 性 易 知 DD 是 可 测 集 ,注意 到 PCPDCQ., 以 及 


m(P,) = nr’ /os 于 一 rr (一 co)， 
m(Q) 一 mr ne mr no0) 
可 知 m(CD) 一 mr2. 


(5) (1) Gi) 设 565<< 十 co. 此 时 ,对 任 给 se>0, 存 在 开 区 间 列 { 交 》} 
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U 15E,5) i,1<<m* (E) 十 e. 显然 ,LS 二 Se, 从 而 有 
n=1 n=1 x=1 
m* (SHSm"| Us |< Dm (si) 
下 一 上 n= 


一 
& Fm (BE) 二 9， 


= (6 —a)D lll/2< 
nl 
由 e 的 任意 性 即 得 所 证 . 
(让) 设 5= 十 co ym" (E)=0, 此 时 ,对 nn 宇 1, 由 () 知 
m’ (Se(an)) < (2 — a)m’ (E)/2 = 0. 
从 而 得 到 
m’* (Ss(a,o0)) = limm" (Se(n)) = 0. 
(iii) 设 6= 十 吕 ,m" (E) 之 0. 结论 显然 . 
(1) 由 于 Se(4a,5) 二 Se(0,o0) 门 Snglas,b), 从 而 只 需要 指出 
Ses(0,co) 可 测 即 可 ， 
设 IC( 一 x,rj 是 开 区 间 , 记 T=S1(a,6)( 开 环 扇形 ),E=( 一 x,7] 
\E 以 及 Ss==SE(0, 十 oo0), 我 们 有 
m" (TN Se)+m’ (Th Se) 
=m’" (Sme(a,b)) + m’ (Sme (a,b)) 


bP—a’ 
< 2 人 (me (INE)+m’ (NE)} 


Ea We 
一 一 = mT). ( 开 环 扇形 面积 ). 


设 R 是 一 个 开 和 矩形 , 易 知 它 可 由 互 不 相 重 的 可 列 个 开 环 扇形 T。 
组 成 ,至 多 差 一 零 测 集 (边界 ). 因此 (注意 , 开 环 扇形 可 测 ) 得 到 
m" (RN Se)+m’ (RN Se) 


< Pm’ TN Se) + Pm’ (T, NN Se) 
气 


n=l 


六 SmcT,) 过 m| Uz. | = m(R). 


这 说 明 , 对 任 一 矩形 R, 有 
m(R)=m’(RNM Se)+m’ (RN Se). 
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而 Sg 就 是 Ss 的 补 集 ( 除 原点 外 ), 也 就 是 说 Ss 是 可 测 集 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 试 证 明 R* 上 的 Lebesgue 测度 是 旋转 不 变 的 . 

(2) 设 T; R">R" 是 一 一 映射 ,上 且 保持 点 集 的 外 测度 不 变 , 则 对 于 
可 测 集 互 ,T(E) 必 是 可 测 集 . 

(3) 设 了 : R" -~R" 是 一 一 映射 . 若 对 任意 的 矩 体 TCR", 均 有 |71 
宇 m*(T(D) ,Tam (TD)), 则 了 是 保 测 映射 . 

证 明 (1) R* 上 的 旋转 变换 是 可 由 和 矩形 


cosb sing 
| qr=TT=D 


| 
— sing cosb 


表示 的 线性 变换 ,其 中 9 表示 旋转 角 . 从 而 对 ECR? ,我 们 有 
m(T(E)) = |detE|  m(E) = m(E). 

(2) 对 任意 的 ACR" ,我们 有 

mm" (TIC4)) 一 mm (TA) NE) + m’ (TH(A) NE). 
从 而 由 题 设 知 

m*(A)=m’ (ANT(E)) +m’ (AN T(E). 

这 说 明 T(E) 是 可 测 集 . 

(3) 设 ECR". 对 任 给 6, 作 G= 日 44 是 矩 体 ): GE, 且 


m’” (四 >m(G) 一 之 1 十 一, 我们 有 
TEE Ur, 
m’ (T(E)) < > ay < pA <m’(E)+e. 
此 外 ,对 任 给 >0, 又 作 H= Un: HOT(E), 而 且 m" (T(E)) 
> 饭 174| 一 e. 我 人 有 (类 似 的 推理 ) 
ECUTIYOD), m’(E)<m’(T(E) +e. 


£1 


由 的 任意 性 ,可 知 m* (T(E))= 二 m* (五 ). 根据 (2) 即 得 所 证 . 
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第 三 章 可 测 函 数 
8 3.1 可 测 函 数 的 定义 及 其 性 质 


基本 内 容 


定义 1 设 f(z) 是 定义 在 可 测 集 ECR" 上 的 广义 实 信函 数 . 若 对 于 任意 的 实 

数 :, 点 集 
{x E 下: f(x) >>+) (或 简写 为 {z: f(x) 1)) 

是 可 测 集 , 则 称 (zx) 是 E 上 的 可 测 函数 ,或 称 f(z) 在 上 可 测 . 

定理 1 设 /(z) 是 可 测 集 E 上 的 函数 ,D 是 RR! 中 的 一 个 稠密 集 . 若 对 任意 的 
7ED, 点 集 {z: /(z)>) 都 是 可 测 集 , 则 对 任意 的 +E R', 点 集 (zx: /(z)>z} 也 是 
可 测 集 . 

定理 若 /(z) 是 EE 上 可 测 函 数 , 则 下 列 等 式 中 左 端的 点 集 滨 可 测 ， 

(D {zr: f(z) Et}=E\z: f(x7)>1) (ER 

GD {zs rat= 站 人 (zs con>c 一 二 | weR), 


hel 


(iiD tz: f(z)<t)}=E\{z: f(z)21) CERDi 
(iv) {z; f(2) =)={z: f(D PIN tz: fr) (ERY); 
() {zs fmD<+eol= Uz: £0 < 


A=1 


CV) {xz: jz 一 二 co) 一 ENz: f(z)<+o}; 
Ci) {z: Co)> 一 cj= fz: Fr)> 一 人 
kml 


(viii) {z: f(z)=—%}=E\z: f(z)>—o0}. 
定理 3 (i) 设 f(z) 是 定义 在 E1UE:CR" 上 的 广义 实 值 函 数 , 若 f(z) 在 El 
上 可 测 ,在 ,上 也 可 测 , 则 f(x) 在 E1UE。 上 可 测 . 


(iD 若 F(z) 在 互 上 可 测 ,4 是 E 中 可 测 集 , 则 f(x) 看 做 是 定义 在 4 上 的 函 
数 在 4 上 也 是 可 测 的 . 


定理 4( 可 测 函 数 的 运算 性 质 (1)) 若 f(z),g(z) 是 已 上 的 实 值 可 测 函 数 , 则 
下 列 函数 
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(D cf (xz) (cERD); (ii) f(z)+g(r)s Giii) f(x) * g(zx) 
都 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 
推论 。 上述 定理 所 说 的 运算 性 质 对 于 取 广 义 实 值 的 可 测 函 数 也 是 成 立 的 . 
定理 5( 可 测 隙 数 的 运算 性 质 (2)) 若 {fi(z)} 是 E 上 的 可 测 函 数列 , 则 下 列 
函数 
(iD 3 人 7 和 OD) inf {f(z)}s (iii) lim/fi(z); (iv) 咎 jz) 
都 是 E 上 的 可 测 函 数 . 
推论 若 { 有 h(z)} 是 EE 上 的 可 测 函数 列 , 且 有 
limfi(z) = f(z), 
则 f(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 
定义 2 设 f(z) 是 定义 在 E 上 的 广义 实 值 函 数 , 令 
f(z) = max{f (zx),0}, f° (zx) = max{— f(z),0}, 
并 分 别称 它们 为 /(z) 的 正 部 与 负 部 . 显然 我 们 有 
f(z) = 广 (z) 一 广 (z). 
车 f(z) 在 E 上 是 可 测 的 , 则 f+(z),f/“(z) 都 是 EE 上 的 可 测 函 数 .反之 亦 然 .此 外 ， 
因为 我 们 有 
If(2)|= ft) + 让 (7), 
所 以 当 f(x) 在 E 上 可 测 时 ,|f(z)| 也 在 上 可 测 . 但 反之 不 然 . 
定义 3 设 有 一 个 与 集合 ECR" 中 的 点 x 有 关 的 命题 P(z). 若 除了 无 中 的 
-个 零 测 集 以 外 ,P(z) 丝 为 真 , 则 称 PC(z) 在 E 上 刀 乎 处 处 是 真 的 ,并 简 记 为 
P(x), a.e.zEE. 例 如 
(iD 设 f(z),g(z) 是 定义 在 ECR" 上 的 可 测 函数 . 若 有 
m({z € E: f(z) #8g(7)}) = 0, 
则 称 f(z) 与 g(z) 在 E 上 几乎 处 处 相等 ,也 称 为 f(x) 与 g(z) 是 对 等 的 , 记 为 (zx) 
=g(z),a.e.7€EE. 
(ii) 设 f(x) 是 定义 在 ECR" 上 的 可 测 函 数 , 若 有 
m({z € E: |f(7)| = 二 co = 0, 
则 称 f(z) 在 E 上 是 几乎 处 处 有 限 的 ,并 记 为 
If(2)|<%, a.e.r€E. 
注意 ,|/(z)|<co, a.e.zIE€EE. 与 |f(z)|<<M, a.e.zr6E 已 是 不 同 的 .后 者 蕴含 
前 者 ,但 反之 不 然 . 
定理 6 设 f(z),g(z) 是 定义 在 ECR" 上 的 广义 实 值 函数 ,f(z) 是 EE 上 可 测 
函数 . 若 f(x) 二 g(x), a.e.z€E, 则 g(x) 在 上 可 济 . 
定义 4( 简 单 函数 ) 设 f(z) 是 定义 在 ECR" 上 的 实 值 函 数 . 若 
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{y: y= f(x), zeE 五 } 
是 有 限 集 , 则 称 f(x) 为 E 上 的 简单 函数 . 
设 f(z) 是 E 上 的 简单 函数 , 且 有 
E= Us ENE= 2, 
这 i,j = 1,2,",p. 
f(x)=¢0, rEE,, 
此 时 可 将 了 记 为 
/HDex (z), zEE. (x) 
从 而 简单 函数 是 有 限 个 特征 函数 的 线性 组 合 . 特别 地 , 当 每 个 E; 是 矩 体 (这 里 允许 
取 无 限 大 的 矩 体 ) 时 , 称 f(x) 是 阶梯 函数 . 
显然 ,车 f(x),g(z) 是 EE 上 的 简单 函数 , 则 f(z) 土 g(z),f(x)，g(zx) 也 是 忆 
上 的 简单 函数 . 
若 f(z) 是 E 上 的 简单 函数 , 且 (*) 式 中 的 每 个 E; 都 是 可 测 集 , 则 称 f(x) 是 玉 
上 的 可 测 简 单 函数 . 
定理 7( 简 单 函数 还 近 ) (i) 若 f(z) 是 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 存在 非 负 可 
测 的 简单 函数 渐 升 列 : 
PAT) SC Pin(T), k=1,2,., 
使 得 
limgi(z)=f(z), EE; 
(ii) 车 f(z) 是 E 上 的 可 测 函 数 , 则 存在 可 测 简单 函数 列 {p,(z)}, 使 得 
iolz)| 志 |f(z)1, 且 有 
limpr(z) = f(z), rE€E. 
车 /Crz) 还 是 有 界 的 , 则 上 述 收敛 是 一 致 的 . 
定义 5 对 于 定义 在 ECR" 上 的 函数 f(z) ,我 们 称 点 集 {z: f(Cz) 天 0} 的 闭 包 
为 /(z) 的 支 集 , 记 为 supp(.). 若 f(z) 的 支 集 是 有 界 ( 即 支 集 是 紧 集 ) 的 , 则 称 
f(z) 是 具有 紧 支 集 的 函数 
推论 定理 7 中 所 说 的 可 测 简单 函数 列 中 的 每 一 个 均 可 取 成 具有 紧 支 集 的 
函数 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 是 定义 在 区 间 [a,5] 上 的 单调 函数 , 则 f(z) 是 [a,5] 上 
的 可 测 函 数 . 
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(2) 若 EE.5, 则 Xes(Cz) 是 R" 上 的 可 测 函 数 . 
(3) 设 ECR" 是 可 测 集 . 若 fEC(E), 则 jz) 是 已 上 的 可 测 函 


(4) 设 f(z),g (zx) 是 R" 上 的 实 值 可 测 函 数 . 

(i) 则 M(z)=max{f(z),g(z)},m(z)= 二 min{f(r),g(z)} 是 可 
测 函 数 . 

(ii) 车 f(z)>>0, 则 f(z) 是 可 测 函 数 . 

证 明 (1) 事实 上 ,对 于 任意 的 :ER', 点 集 {x€ [a,6]: f(x)>1) 
定 属于 下 述 三 种 情况 之 一 : 区 间 , 单 点 集 或 空 集 . 从 而 可 知 

{zE [a,b]: f(z) 二 全 
是 可 测 集 . 这 说 明 f(x) 是 [a,5] 上 的 可 测 函 数 . 
(2) 令 4,= {xER": Xa(z)>t} ,我 们 有 
Wr ls 
| 1 > 上 二 0， 
R"，0 二 L 

(3) 参阅 1. 2. 3 中 例 5 之 (3). 

(4) (i) 注意 M(xz)=[f (zx) 十 g(x) 十 |f(z) 一 g(x)1]/2, 以 及 
m(z)=[f(z)+g(z)—|f(r)—g(rz)|]/2. 

(ii) 注意 ,由 {zx: lnf(z)>>t}={z: f(z)>>e'} 可 知 lInf(z) 是 可 测 
函数 . 而 经 指 对 数 变换 后 对 f(z)"” 的 可 测 性 ,只 需 看 g(x)，。Inf(x) 的 
可 测 性 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 定 义 在 可 测 集 ECR"” 上 . 若 挛 (z) 在 已 上 可 测 , 且 
{zEE: f(z)>>0) 是 可 测 集 , 则 f(z) 在 EE 上 可 测 . 

(2) 设 {E}CR" 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 . 若 f(x) 在 E(k 二 1,2， 


…) 上 是 可 测 的 , 则 f(z) 在 【] E 上 也 是 可 测 的 . 
(3) 记 多 为 (0,1) 上 的 一 个 连续 函数 族 , 则 函数 (0<z<1) 
BX) = sup{f(z)}, 更 (z) = inf (f(z)} 
JE 多 JE 了 
是 (0,1) 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 (1) 令 4={x€E: f(z)>0},B={r€EE: f(z) 志 0}, 则 
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f(z) 二 |f(z)|(Xa(zx) 一 Xs(x)) (rEE). 注 意 ,由 挛 (z) 的 可 测 性 知 ， 
1f(z) | 可 测 . (看 {x€EE;: |f(z)|>it} G0 及 {rEE: f(x)>1)) 

(2) 证 略 . 

(3) 对 @(z), 设 ztER! 若 zoE(zE(0,1): B(xz)>t} 会 E,, 则 存在 
JE 丈 : f(rzo)>t 因 为 JF(z) 连 续 ,所 以 存在 go>0, 使 得 

f(x)>t (xz 一 0 一 zz 一 zz 十 5). 

由 此 又 知 @(z) 之 i(zo 一 6 之 x 过 zo 十 60). 这 说 明 zo 是 点 集 瓦 之 内 点 ， 
即 E, 是 开 集 ,B(x) 是 可 测 函 数 . 

类 似 地 可 推出 更 (z) 是 可 测 函 数 . 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 是 (a,5) 上 的 实 值 函 数 , 则 

Df(z) lim 3 {2 "Dr = tn f() — f(z) 


多 一 工 

是 (o, 忆 上 的 可 测 夯 数 ，“ 

(2) 设 f(z) 在 [a,5) 上 存在 右 导 数 , 则 右 导 函数 f(z) 是 [a,5) 上 
的 可 测 函 数 . 

(3) 存在 (0,1) 上 的 函数 f(z), 其 D+f(z) 在 (0,1) 上 不 是 可 测 函 
数 ( 若 fEC((0,1)) 且 递增 , 则 D+f(z) 在 (0,1) 上 可 测 ). 

(4) 设 f(z) 是 (a,5) 上 的 实 值 函数 ,DC (a,6) 是 f(x) 的 可 微 点 
集 , 则 户 (z) 在 万 上 可 测 . 

证 明 (1) 以 f(z) 为 例 , 考 察 点 集 (假设 非 空 ) 

= {rz€ (a,b): Df(z) >1),tER!. 

设 对 m,n, 作 区 间 [xi ,zs]C(a,b) ,使 得 


yz 


lm 一 ma < 二 LD = fe) > +1 
且 记 一 切 如 此 的 区 间 的 并 集 为 已 下 面 指出 
EA U Ne. =D. 


(i) 车 zE€ED, 则 存在 呈现 (> 从 而 对 每 个 和 ,有 
yE (a,b) ,使 得 


二 


1 ， £0) — fx), 
m 


站 一 并 no 
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这 说 明 z€E Emn( 一 切 m), 即 z€E. 
(ii) 车 xEE, 则 存在 msz€ 门 Em.,, 即 对 每 个 加 ,存在 [zsz2]， 
ZI 和 zs 已, 使 得 


fz) — f(z) 、， 十 1 


1 
[zs zi 广 广 ， 


Xz 一 ZI no” 
这 说 明 我 们 有 
fr) PAE) > 十 工 或 f(z2) A pL 
Xl C3 no 2 工 no 


或 说 存在 yE (a,5) ,使 得 
0<<|y z| < 十， {0 =f > + 1, 


即 Df(x)>t, rED. 
(2) 依 题 设 知 ,f(z) 是 几乎 处 处 连续 的 ,因此 是 可 测 函 数 ,自然 
f(z 十 1/n) 也 是 可 测 的 .再 根据 
limn[flz + 1/n) 一 f(z)] = fi (7), 


即 得 所 证 . 
(3) 设 W 是 (0,1) 中 不 含有 理 点 的 不 可 测 集 , 作 
0, EW, 
DEN, ze 0DW. 

车 zoEW, 我 人 有 ( 取 xEQ) 

jz) 一 fx 1-0 D/C ods ty 

Tz—xo 了 一 2Zo 2 

车 zxoE(0,1)NW ,我 们 有 
Dr = tim, sp ,A 


由 此 即 得 所 证 .| {z€ (0,1): D+f(z) 之 t} = 门 {+E€ (0,1): 存在 0 
hotfe th — fh>t— 1/A)) 
(4) 令 C={zE las): f(z) 在 z 处 连续 ), 则 CDD 且 C 是 Gs 型 
集 .对 e>0,6>0, 点 集 E.s 一 [xzEC: 存在 y€ (a,b): 0 之 1z 一 | 
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一 3 日 人 CD 二 /2) > o) 是 Borel 集 (是 C 与 某 开 集 之 交集 ), 且 有 
{rE€C: D+f(z)>0}= UE 


. 0 
从 而 知 {zEC: D+Fz) 二 0} 是 Borel 集 .将 此 推理 应 用 于 f(z) 一 az 以 
及 az 一 f(z) ,可知 对 任意 的 a, 点 集 
{rEC: DIf(z)>a}, {rEC:D f(r)<a} 
都 是 Borel 集 . 注意 到 


CND =| U{zE€cCc:Dtf(z)>r,D-f(z) < | 


rEQ 


ul MN ze cpt/ > 


UL Ne c: D-f(z) <7)}), 
r€ 


以 及 万 是 Borel 集 ,{zED: f(z)>r}=DN {rEC: D+f(zx)>r), 可 
知 {zED: (rz)>>r) 是 Borel 集 ,r(xz) 在 D 上 可 测 . 

例 4 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 f(z) 在 ECR' 上 可 测 ,G 和 FF 各 为 R! 中 的 开 集 和 闭 集 , 则 
点 集 

E= {rE€E: f(x)E€EG), E= {rE€EE: /f(r)ERF) 

是 可 测 集 . 

(2) 若 {fi(z)) 是 ECR" 上 的 可 测 函数 列 , 则 f(x) 在 上 收敛 的 
点 集 是 可 测 集 . 

证 明 《1) 不 妨 假定 G= U (asb,) , 则 由 


{rEE: f(z) EG}= (rEE: f(r)>a) 
n21 


N {z € E: f(r) <b,}) 
可 知 ,上 式 左 端 是 可 测 集 . 对 于 闭 集 下 ,只 需 注意 
{TE E: f(r)EF}=E\N{rE EE: f(r) ER) 
即 可 . 
(2) 注意 不 收敛 点 集 的 结构 ( 见 周 民 强 编 的 4 实 变 函 数论 ?第 一 章 
§ 1.2 集合 的 运算 中 的 例 ). 
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例 5 解答 下 列 问题 : 
(1) 设 f(z) 是 ECR" 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 应 数 ,m(E) 达 十 oo， 
试 证 明 对 任意 的 e 之 0, 存 在 无 上 的 有 界 可 测 函 数 g(x) ,使 得 
~ m({z EE: |f(x)— g(x)|>0) <e. 
(2) (局 部 有 界 化 ) 设 0<m(4)<< 十 ce,F(z) 是 ACR" 上 的 可 测 
函数 , 且 有 0 二 f(x) 二 十 oo (a.e. IE€ A), 试 证 明 对 任 给 的 6: 0<5 二 
m(A), 存 在 BCA 以 及 自然 数 如 ,使 得 


m(A\B) <6, Tf <h, rE€B. 
E 


(3) 设 f(z) 是 可 测 集 ECR! 上 的 连续 函数 , 试 作 R' 上 可 测 函 数 
列 (a(z)) ,lima(z)=f(7) (rE E). 

解 (1) 作 点 集 EE={z€EE: |f(z)|>k)(kEN),X= (rEE: 
|FCz)|= 十 cc)》, 则 


m(X) =0, ED Enlk€N), x= a. 


由 此 知 m(E4)>m(X) 二 0(k>o0), 故 对 任 给 e>>0， 存在 Ei: m(Ei)< 
<. 我 们 作 函 数 
f(z), rE E\E, 
g(7)= > 区 = E,, lg(z)| < ho, 
易 知 {rE€EE: f(z) 关 g(x)}CE4 ;证 毕 . 

(2) 记 Ai= {rE A: /RSf (rER) (k=1,2,%),21= 
{zE4: f(z)=0}, Zs={x€E A: f(z)= 二 oo0), 易 知 m(21)=m(Z,) 
一 0, 且 有 

4=|UM4 UZ,U Z, 

ACArr (一 1 2，). 
由 此 可 知 mm(40)-m(4) (ko0). 从 而 存在 ko, 使 m(A\A4,)<6. 取 B 
一 4u* 即 得 所 证 . 

(3) 对 每 个 kEN, 作 闭 集 FCE, 满 足 m(E\NF) 二 1/2:, 从 而 存在 
giEC(R!) ,使 得 gi(z)= 二 f(z) (rE Fi,kEN( 见 周 民 强 编 《 实 变 函数 
论 ) 中 $1.6 的 定理 1.27)). 现 在 令 h (xz) 二 gi(z)* Xe(z)(kEN), 易 知 
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mm(im(ENROD) 一 0, 每 个 8(z) 均 可 测 , 且 有 limp(zx) 一 f(z)、 

例 6 解答 下 列 问题 ; 

(1) 设 fEC([a,6]). 车 有 定义 在 [a,6] 上 的 函数 g(x): g(z) 一 
f(z), a.e. TE€E[a,b] ,试问 g(x) 在 [a,bj 上 必 是 几乎 处 处 连续 的 吗 ? 

(2) 设 f(z) 是 R' 上 几乎 处 处 连续 的 函数 ,试问 是 否 存在 g € 
CCR1) ,使 得 g(x)==f(z),a.e. ZER:. 

(3) 试 作 R! 上 的 单调 函数 f(z), 它 在 任 一 开 区 间 上 都 不 对 等 于 
一 个 连续 函数 . 

(4) 试 作 [0,1] 上 无 处 连续 的 函数 f(z) ,使 得 改变 其 在 任 一 零 测 
集 上 的 函数 值 ,f(zx) 仍 无 处 连续 . 

解 (1) 不 .例如 f(zx)=0(0 过 r+ 志 1),g (zr) 是 Dirichlet 函数 , 易 
知 f(z) 二 g(rz),a.e.z€[0,1], 但 g(x) 无 处 连续 . 

(2) 不 一 定 , 例如 f(z)==Xti.o(z) 在 R! 上 几乎 处 处 连续 ,但 不 存 
在 gEC(R'!), 使 得 f(z)=g(z),a.e.xER'!. (注意 点 zo=1 的 附近 ) 


(3) 令 Q={r) ,Hz) =X CT), fr)= DHAr—r) /2". 


n= 
(4) 取 点 集 ECL[0,1], 使 得 对 任 一 开 区 间 ICT[0,1], 有 mCEN7) 
>0,m(IN([L0,1]\E))>0( 参 阅 $2.3 中 例 8 之 (3)), 并 作 函 数 
Pe bd 
人 


0，xzE [0,1]E. 

例 7 解答 下 列 问 题 : 

(1) 设 有 指标 集 IT,{f。(x): a€ET} 是 R" 上 可 测 函 数 族 ,试问 函数 
S(z)=sup{fa(z): a€T}) 在 R" 上 是 可 测 的 吗 ? 

(2) 在 (0,1] 上 定义 函数 f(x) 如 下 : 若 zxE (0,1] 在 十 进位 小 数 表 
示 式 (采用 无 穷 位 小 数 表示 ) 为 

工 一 0.alaz…akb my 

则 令 f(z)=max{a4: &EN}, 试 证 明 f(x) 在 (0,1] 上 可 测 . 

解 (1) 不 一 定 . 例如 令 WCL0,1J 是 不 可 测 集 ,对 a€EW, 作 沙 数 

Rd eo 
0, za 
则 S(z)==xXw(z) 即 可 得 证 . 
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(2) 对 每 个 上 EN , 作 函 数 fi(z)==ai( 如 f(z): 户 (z) 一 0(00<z 委 
0, 1), fi(z)=1(0.1<z<0.2),.…, fi(z)=9(0.9<zx<=<1J), 易 知 
(zx) (kEN) 是 简单 函数 , 且 有 

fz) = sup{fi(z): RE N}, zx€ (0,1]. 

例 8 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 f(z) 在 Ri 上 可 测 .车 有 f(z 十 1)=f(zx),a.e.xER!, 试 作 
R: 上 函数 g(x): g(z)=f(zx),a.e. 7ER!' ,g(r)=g(z+1)(rER'). 

(2) 设 ExX[0,1] 上 f(x,y) 满 足 : f(z,y) 是 zEE 上 的 可 测 函 数 ， 
且 flx,y) 是 yE[0,1] 上 的 连续 函数 , 试 证 明 : 

(iD f(z,y) 是 EX[0,1] 上 可 测 函 数 . 

(ii) M(z)=max{f(z,y): 0O<ys1} 是 巨 上 的 可 测 函 数 . 

(3) 设 ECR: 是 可 测 集 ,定义 在 ExX(0,1) 上 的 f(z,y) 满 足 : 
f(z,y) 是 EE 上 (y 固定 ?的 可 测 函数 ,又 是 (0,1) 上 (ze 五 固定 ?的 连续 
函数 , 试 证 明 ， 

H(z) = lim f(z,y), h(z) = lm f(r,y) 
均 在 上 可 测 . 

《4) 定义 在 (0,1]X (0,1] 上 的 f(z,y) 满 足 ; f(z,y) 是 zx 的 (y 固 
定 ) 可 测 函 数 ,又 是 y 在 (0,1] 上 (xz 固定) 的 递增 函数 , 试 证 明 f(x，,y) 
在 (0,1]X(0,1] 上 可 测 . 

解 〈1) 作 点 集 互 ={zER: f(z) 关 f(z 十 1)), 且 令 久 = 


U (EE 十 (n)), 再 作 函 数 


f(z), rEE, 

全 全 0， rE€EE, 
即 为 所 求 ， 

(2) (i) 将 [0,1] 2" 等 分 : 分 点 &/2"(& 二 0,1,2,… ,2"), 作 

万 (zy) = fz,k/2") 
Rk/2 SYED/2 k= 0,1,2,..,2" — 1), 

则 由 f 对 y 的 连续 性 可 知 ,f,(z,y) 一 f(r,yy) ln 习 00), 而 f.(z,y) 在 
五 X[o,1] 上 可 测 . 

Gi) 记 [0,1] 中 的 有 理 数 为 {7,)}, 则 M(z)>>sup{7(zyr)} .又 存在 
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yzE€[0,1], 使 得 M(x)=f (zx,y:) (rEE). 
对 任 给 s>0, 存 在 $>0, 使 得 当 ly* 一 ?|<8 时 ,有 
(zyz) < zy) 十 e 魏 sup{f zr)} +e. 
由 此 又 得 M(z) Ssuplf zr)). 
总 之 ,我 们 有 MCz) 一 s 归 (CD)) 根据 f(z,r,) 在 EE 上 的 可 测 
性 可 知 ,M(z) 在 巨 上 可 测 . . 
(3) 令 H(z)=, sup, (f(x,y) }, 我 们 有 
H(t) > Hn tn €E N), linH,(z) = Tim f(r,»). 
令 {ri} 是 (0,1/n) 中 的 有 理 数 全 体 , 则 得 
H(z) = Sup {f(x,r)} = Sp, (f(z)}. 
由 此 知 瓦 ,(z) 在 下 上 可 测 ,因此 H(zx) 在 E 上 可 测 . 
类 似 地 可 证 h(z) 在 E 上 可 测 . 
(4) 对 每 个 nEN,tER!, 作 点 集 (k==1,2,… ,2") 


B00) = {x € (0,1]: fz, 二)<e</7(z, 二 | } 


2” 

易 知 E,(2) 是 可 测 集 , 目 EDNE;()=@ Cz), (jE()CCO,1]. 又 
k=l 

今 

~ 


40=U|lreo, :fz 和 <:)x (和 ,和 ]】)， 


> 
Bi) = Ulfes C0,1]: fz,4 #1)<:)x = 1 各]]， 

从 而 对 (zx,y) EB(t)\4,(t), 则 只 有 唯一 的 ,使 得 x € E(t)， 

fz,(k 一 1)/2")<t, 且 由 对 yy 的 递增 性 可 知 ,y<h/2". 又 因 (z,y) 世 

A fz,k/2) Ft, y> (ko—1)/2", 所 以 (x,y) EE E(t) Xx ((k—1)/ 

2",k/2"]. 这 说 明 


BCDN4G) CE Uls, (1) x ( 慰 1， 4])， 


(BONA.AOD) < Pym(ED) .去 一 去 mm Ua) < 


4=1 4=1 加 
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m(B(D\AG)) = limm(B,()\A.lt)) = 0. 
令 EE()={(z,y): f(z,y)< 之 t), 则 由 
A CECQ) CCB) (n€ NtER'), 
即 得 所 证 . 
例 9 设 {fi(z)} 是 [a,5]J 上 的 实 值 可 测 函 数列 , 试 证 明 存在 正 数 
列 {as} ,使 得 
limax "Jrz) 一 0，ae. TE€ [a,b]. 
证 明 选 数列 {b}, 且 令 已 = {zxE€E[a,5b]: lf,(z)| 二 6b.) ,还 满足 
M([e,bNED)<1/21. 令 as=1/(z 加 )(OEN), 并 考查 lim 忆 . 
对 zo€ limE,, 存 在 NN, 使 得 
ZoEE,, |f (rz)| So, (n>N). 
从 而 知 Ja,f,(zo)| 志 1/n->0(n->oo0), 又 有 
ml [a,b]\ limE,) 一 ml lim([a,b]\E,)) 


< Dimas < 1/2 一 0 (一 oo)， 


例 10 试 证 明 下 列 命题 
(1) 设 f; (0,co0) 一 Ri! 可 测 ,0< <1. 若 对 任意 的 z,y>0, 有 
f(z 和 +y) = Afz) + (1 Vfy), 
则 f(z)=C( 常 数 ). 
(2) 设 f(z) 是 (0,oo) 上 的 可 测 函 数 , 则 F(x,y) 二 f(y/z) 在 
(0,00)X (0,00) 上 可 测 . 
证 明 (1) 反 证 法 . 假定 存在 0<zi,zs 达 十 ,使 得 FCzD) 一 ait< 
了 (zz) 二 qz, 我 们 对 y 二 0, 作 点 集 
E(y) = {x € (0,co): 0<z<yf0) <a), 
El(y) = (ZE (0,%0): 0<r<y,f(r) > a}. 
若 zE(0,zy/2)NECzyV2), 则 jz) 一 aa 位 于 jz) 与 jz 一 z) 
之 间 , 且 x 一 TE€ Ei(z1). 从 而 知 
E(z) I En/2) U Ur} 一 [CO0,zy2)NEICzV2)]). 
由 此 又 得 m(E1(z1)) 之 xz1/2. 由 题 设 易 知 f(rz) 二 f(z)(r 是正 有 理 
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数 ). 因此 ,对 任意 的 y>0 以 及 正 有 理 数 r: r<<>/ri, 有 五 (7) 二 9 ， 
五 (zi). 这 说 明 mm( 开 (7y)) 之 y/2. 

类 似 地 可 推出 m(E.(y)) 宇 y/2. 注意 到 E1(y) 作 Es(y) 二 名 ,可 知 

只 能 “= ”号 成 立 . 应 用 公式 
m(E1(1) 站 4) =m(4)/2 (4 是 (0,1) 中 任 一 可 测 集 )， 
并 取 4 二 E,(1) ,导致 矛盾 ,证 毕 . 

(2) 不 妨 假 定 f(z) 是 实 值 函数 . 令 g(0)=f(tan8) (0<0<x/2)， 
注意 到 tang 的 反 函 数 是 绝对 连续 的 ( 见 第 五 章 ), 故 g(9) 在 (0,x/2) 上 
可 测 . 从 而 EE= {0€ (0,r/2): g(0)>t) (ER') 是 可 测 集 . 因为 点 集 ( 见 
周 民 强 编 的 《 实 变 函 数论 》§ 2. 6) 

{(z,y) € (0,co) X (0,co): F(z,y) >1) 

= {(rcosbrsing): 0 <r<+ oo0,0€ E}= Ss(0,00) 
是 可 测 集 ,所 以 (zx,y) 在 (0,co)X(0,co) 上 是 可 测 函 数 . 


§ 3.2 可 测 函 数列 的 收敛 


基本 内 容 
(一 ) 几乎 处 处 收 伊 与 一 致 收敛 


定义 1 设 f(z) ,f(z) ,f(z),…,fi(z),… 是 定义 在 点 集 ECR" 上 的 广义 
实 值 函数 . 若 存 在 E 中 的 点 集 Z2, 有 m(2)=0 及 limfi(z) = f(z),x E E\Z，, 则 称 
{fi(z)) 在 E 上 几乎 处 处 收 伊 于 f(z), 并 简 记 为 

fi(z) = f(x), ae.rE€EE. 

引 理 设 f(z) ,f(z),f2(z),… ,fi(xz),… 是 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 

且 m(E)<oo0. 若 有 (zx) 一 f(x), a.e.zEE, 则 对 任 给 e>>0, 令 
Els) = {xz € E: |fi(z) — f(z)| > 4¢), 
我 们 有 
tim UE(©) = 0 
4 

定理 1(Eropoa (时 戈 罗 夫 )) 设 F(z), 广 (z), 庆 (zz)，…A(z)，… 是 巨 上 几 
平 处 处 有 限 的 可 测 函 数 且 m(E) 达 0. 车 fi(z) 一 f(x), a.e. xEE, 则 对 任 给 的 5 
>0, 存 在 天 中 可 测 子 集 Es,m(Es)<6, 使 得 {f(z)) 在 E\Es 上 一 致 收 剑 于 f(x). 
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(这 一 结论 也 称 为 “近乎 一 致 收敛 ”. ) 
注意 ,Eropoe 定理 中 的 条 件 m(E) 二 oo 不 能 去 掉 . 例如 考虑 可 测 函数 列 
万 (z) 一 Xow(r), n=1,2,, TE (0,00). 
它 在 (0,co) 上 处 处 收敛 于 f(z) 三 1, 但 在 (0,co) 中 的 任 一 个 有 限 测度 集 外 均 不 一 
致 收敛 于 f(z) 三 1. 


(二 ) 几乎 处 处 收敛 与 依 测度 收 全 


定义 2 设 fz) ,有 i(z) ,f(z),…,fi(z),… 是 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 应 
数 , 若 对 任 给 的 e>0, 有 
limm({z €E: Ifi(z)— f(z)|>e})=0, 
则 称 {(P(z)} 在 巨 上 依 测度 收 钱 于 f(z). 
注意 , mm({(zE 巨 : |fi(z)|=+o0})=0 (k=1,2,"…). 
定理 2 若 { 有 i(z)} 在 E 上 同时 依 测 度 收敛 于 f(z) 与 g(x), 则 f(x) 与 g(x) 是 
对 等 的 . 
定理 3 设 {fi(z)) 是 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 且 m(E)<<oo. 若 
{f(z)} 几 乎 处 处 收 化 于 几乎 处 处 有 限 的 函数 f(z), 则 f(z) 在 EE 上 依 测度 收敛 于 
f(r). 
定理 4 设 f(z),fi(z),fi(z),…,fi(x)… 是 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 
数 , 若 对 任 给 的 83>0, 存 在 EsCE 且 m(Es)<6, 使 得 {f(z)}) 在 E\Es 上 一 致 收敛 
于 f(z), 则 {f(z)) 在 上 依 测度 收敛 于 f(z). 
定义 3 设 (Ai(z)} 是 已 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 . 若 对 任 给 的 e 之 0, 有 
lim m({zT €E E: |fi(r) — f(z)| > 6}) = 0, 
则 称 { 户 (z)} 为 天 上 的 依 测度 Cauchy( 基 本 ) 列 . 
定理 5 若 {A(z)} 是 五 上 的 依 测度 Cauchy 列 , 则 在 天 上 存在 几乎 处 处 有 限 
的 可 测 函数 f(z) ,使 得 {A(z))} 在 巨 上 依 测度 收敛 于 f(z). 


定理 6(Riesz) 若 {fi(z)} 在 E 上 依 测度 收敛 于 f(zx), 则 存在 子 列 {fi (x)})， 
使 得 limfs(z) = f(z),a.e.xr €E. 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 {fi(z)}) 是 ECR! 上 的 实 值 可 测 函 数列 ,mm (五 )<co, 则 
limfi(z) =0, a.e. TEE 
的 充分 且 必 要 条 件 是 : 对 任意 的 >>0, 有 
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limm({z EE: sup{ |fi(z) |} 宇 )) = 0. 
(2) 设 {f.(z)} 是 T=[0,1] 上 的 实 值 可 测 函 数列 , 则 下 列 命 题 等 
价 : 
GD 存在 {f(z)): limf,,(z) 一 0,a.e.zEl. 


Gii) 存在 数列 人 1) ,lim la|>0， S74f,(z) 在 1 上 a.e. 收 全 


Gii) 存在 数列 {t,) :5 |i.| 二 十 oo, 使 得 4f,(z) 在 1 上 几乎 处 
处 绝对 收敛. 

(3) 设 f(z),fi(z)(&EN) 是 Ri 上 的 实 值 函 数 . 则 lim 六 (z) 一 
7(z),a.e.zER' 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 二 0, 存 在 可 测 集 EC 
Ri: m( 玉 )<e, 使 得 对 zxEE, 存 在 K, 有 

| Aiz) 一 yz)1<s 4>K). 

证 明 记 S"”={z€E: sup lfi(z) |>1/n}. 

(1) 充分 性 ” 依 题 设 知 ， 对 任 给 6>>0, 存 在 hEN, 使 得 mSI) 过 
6. 因为 对 任意 的 n, 有 


ANU: TE E; |fi(z)| > 1/n} 


ml kem 
CU{zeE: If > Im) ES. 
t= 


注意 到 m(St?)<6, 以 及 5 的 任意 性 ,所 以 f(z) 不 收敛 到 零 的 点 集 之 
测度 为 零 ， 


人 一， 


m UnUeesE > 1n) = 
n=1 工业 
必要 性 令 5 we limfi(z) 二 0) , 依 题 设 知 m(ENS)=0. 注 
意 到 5”S 名 ,以 及 门 Sm"CCENS) ,获得 limm(S")=m|[ 站 SP 
j=l ea j=1 
<m(E\S) 一 0. 这 说 明 对 任 给 e>0, 有 limm(5)”)==0, 证 毕 . 
(2) (过 (i), (i), 不 妨 就 假定 f(z) 一 0(n 一 oo0),a.e.zE7T, 则 


由 Eropos 定理 可 知 ,存在 ECEsC*…: m(I\Ei) 达 1/k(kEN), 使 得 
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广 (z) 在 把 上 一 致 收敛 于 零 . 从 而 存在 指标 : m<ma<…, 使 得 | 刻 (z)| 
委 2-4zE Enai. 令 尼 = 人 BE, 则 m(CINE) 一 0. 现 在 取 忆 一 0( 天 


mi st = 1 n=nn). 因此 ,S34f.(z) 一 也 f(z) (rE E), 且 有 
fc < 2 < E,k > ko). 
选 如 使 rEE, 则 (Gi), Gii) 皆 真 . 
(ii) 一 (iD. 依 题 设 知 , 存 在 0, 以 及 严格 递增 的 自然 数 子 列 {mnx)， 
使 得 lx. |>ACAEN). 若 六 (z) 几 乎 处 处 收敛 , 则 有 
limt, f%, (7) 0 limf,, (z) =0, a.er€l. 


(iii)> (i). 令 g(z)= >) [f(z) | 过 十 oola.e.xE€7), 以 及 = 
n=l 


{zET: g(x)<h} (REN), EA 山石 , 则 易 知 ma(TNE) 一 0. 我 们 有 ( 参 
阅 第 四 章 8 4. 1 定理 7) 
Diels = | ecodr<+o， 


因为 Il 一 十 oo, 所 以 ta] coldz=o 从 而 存在 由 <m< 
使 得 | 17.(z)1dz<2 因此 ,对 任意 的 4EN， 均 有 | fs Cz) ldz 


之 十 oo. 注意 到 记忆 区 Cat, 故 知 Fa) 对 a.e. TE EE; 是 收敛 
ey] 
的 , 由 此 又 得 limf, (z)=0,a. e.TEE4. 也 有 f(z)>0(i>00),a.e.7 
EE. 
(3) 只 需 证 明 充 分 性 成 立 . 由 题 设 知 ,对 任 给 1>e>>0, 任 意 的 n€ 
N, 存在 ECR': m(E,) 过 e/2", 使 得 对 zxEE, 存 在 ,有 |/i(zx) 一 
fz)|<e/2"(k>K). 令 E= UE md) < Some, )=e. 因 为 ze 


天, 所 以 对 每 个 ”, 均 存在 天 ， 使 得 
lz) 一 zl <<e/2 <2 (>K). 
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从 而 对 一 切 zEE, 均 有 fi(z)>f(zx) (hk 一 oo). 

现在 令 B 是 f(x) 不 收敛 于 f(z) 的 点 集 , 易 知 BCE,m(B)<<e， 
由 。 的 任意 性 ,可 知 m(B)==0. 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ECR! 是 可 测 集 ,f,(z)(n€EN) 是 羽 上 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 函数 , 则 对 任 给 s>0, 存 在 M0, EoCE: mm (ENEo)<s, 使 得 
{f(z) {MnEN, TE LE,). 

(2) 设 f(z),f,(z)(n€EN) 是 (0,1) 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 
则 存在 {te) : 6 一 0(n 一 oo0), 以 及 (0,1) 上 的 可 测 函 数 下 (zx) ,使 得 

[f(z) — f(z)| SeF(r), a.e.r € (0,1). 
证 明 (1) 不 妨 假定 EE 是 有 界 集 , 且 户 (z)(zEN) 皆 为 实 值 . 因为 
E= {ze E: suplf.(7)| <h), 


Jimm({z E E, suplf"(z)| <k}) = m(E), 
所 以 存在 ,使 得 m({zEE: sup|f"(z)|<ho))mCE) 一 e. 从 而 令 
bE,= {rE€E: suplf,(z)| ho}, MS=kh, 
则 mC(E\Eo) <e, [f(r) SM(nEN, rE Eo). 
(2) 易 知 存在 {a,}:; a 一 十 co(n>00), 使 得 
lima,Lf,(z) — f(x)]=0, a.e.z € (0,1). 
从 而 取 F(z)=supt lan[f.《z) 一 f(z)]| 即 满足 要 求 . 
例 3 解答 下 列 问 题 : 
(1) 试问 ,Bropos 定理 中 的 Es 可 以 是 零 测 集 吗 ? 
(2) 试问 ,Eropos 定理 中 ,下 NEs 可 以 改 成 区 间 吗 ? 
解 (1) 在 Eropos 定理 中 ,车 m(Es) 二 0, 则 结论 不 一 定 成 立 了 . 例 
如 [0,1J 上 的 函数 列 
l/n, 1l/n<zr<i1, 
ro 0<z 委 lmm，(z EN). 
0， z=0 
则 lim/f.(z)==0(0<z<1). 但 对 任意 的 ECL0,1]: m(Es) 一 0, 均 有 
sup (f(z): TEL0,1]\Es} 二 n, 故 在 [0,1]\Bs; 上 ,f(z) 不 一 致 收敛 于 
0. 
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(2) 不 可 以 . 例如 对 mm 一 1,2,…… 令 
D, = {(2k— 1)/2": k=1,2,.,2"!}, 
A T=0,z=a€D., 
POT faa t /2D = [0,1/2"], a € Du 二 mm 二 
假定 区 间 了 满足 |7|>1/2”', 则 f(z) 之 1/2"(n 之 m,zE7T). 若 xz>>0 
且 不 属于 D。, 则 对 任 给 s>0, 存 在 mo: 1/2"。<s.zE (aa 十 1/2"。)( 某 
个 a€D,) ,f(T)>e(n>mo). 
例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 2) ,有 i(z),…,fi(z),… 是 [a,5b]J 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 
函数 , 且 有 limfa(z)=f (zx),a. e. TE [a,6j], 则 存在 EC[a,6b] (n= 
1,2,…)，, 使 得 


m| [ews\U E.) 一 0， 
而 {f(z)} 在 每 个 E, 上 一 致 收敛 于 f(z). 


(2) (zx) 在 ECR' 上 近乎 一 致 收敛 于 f(x) 的 充分 必要 条 件 是 : 
对 任 给 S 之 0, 有 
limm(E.(6)) 一 0， 


其 中 E(6) = Utre E: |f.(7z) — f(z)| > 6)). 

(3) f(z) 在 ECR! 上 近乎 一 致 收敛 于 f(z), 则 f(z) 在 E 上 几 
乎 处 处 收敛 于 f(z). 

(4) 设 {f,(z)} 是 [0,1] 上 的 实 值 可 测 函 数列 . 若 对 任 给 e 汪 0, 存 在 
和 N ,使 得 

m({z € [0,1]: |f(2)| <en> N)=1. 

则 存在 EC[0,1J 且 m(E)==1, 使 得 {f(z)}) 在 上 一 致 收敛 于 零 . 

证 明 (1) 令 。=1/n, 存 在 ECI 人 会 [a,bj(nEN), 使 得 m(INE,) 


<1/mwf.(z) 在 EE。 上 一 致 收 人 于 f(z). 又 易 知 m (UE,] 一 0 


(2) 必要 性 “ 依 题 设 知 ,对 任 给 >>0, 存 在 ee:CE: m(e.)<e, 使 得 
f(z) 在 EE\ee 上 一 致 收 伍 于 f(z). 因此 ,对 任 给 85>>0, 存 在 KK, 使 得 
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Ekr(6)Cee. 故 ml(Exr(6))<e. 这 说 明 limm(E:(6))=0. 
充分 性 ”对 任 给 e 汪 0,kEN ,存在 mn, 使 得 m(E, 《1/8))<e/24. 令 


4 二 加 E07, 则 m(4D<e. 车 jm, 则 
(fi) — Fr) 入 1 (zr ELE). (x) 
从 而 当 zE4h, 时 , 式 (x) 成 立 (j 之 my), 即 f(z) 在 E\A, 上 一 致 收 化 于 
f(z), 证 毕 . 
(3) 证 略 、 
(4) 对 hEN ,存在 严格 递增 自然 数 子 列 (m} ,使 得 
m( U tze C01]: If.(2)| < 4)) = 


nt 


由 此 知 
"(MN {z € [0,1): |f.(2)| > 4) = 0. 


令 E=U 人 {zE[0,1i]: |f,(z)| 宇 1/48), 则 m(E')=0. 现 在 对 任 给 


hl n= 


E>0, 取 :1/&<e, 则 知 f,(z) 在 EE 上 一 致 收敛 于 零 . 

例 $ 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 ECR' 且 m(E)< 十 oo,{fi(z)) 是 E 上 一 族 (0<t< 十 oo) 
实 值 可 测 函 数 . 若 存在 极限 lim f(z)==f(z)(z€E), 且 F™ (zx) 二 
,Sa |f'(z) 一 f(z) | 是 EE 上 可 测 函 数 , 则 任 给 s>0, 存 在 ECE: 
m(Eo)>m(E) 一 e, 使 得 在 E。 上 一 致 地 存在 lim f(z)=f(zx). 

(2) 设 ECR! 且 m(E) 之 十 oo. 若 定义 在 EX[0,1] 上 的 f(x,y) 满 
足 : f(x,y) 在 E 上 (y 固定 ) 可 测 ;f(z,y) 在 [0,1J 上 (zx 固定 ) 连 续 , 则 

《iD 对 6,6: 0<e,6 之 1, 点 集 
E.s= {TE E: |f(z,y) — f(r,0)| < eyo 

是 可 测 集 . 

(ii) 对 任 给 se>>0, 存 在 EoCE: m(Eo)<<e, 使 得 极限 limf(z,y)= 
f(z,0) 在 Er 上 一 致 地 成 立 . 

证 明 (1) 由 题 设 知 F" (rz) 一 0(n 一 co,zEE), 根 据 Eropos 定 
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理 ,对 任 给 e>0, 存 在 EoCE: m(Eo)>m(E) 一 e, 使 得 F(z) 在 E。 上 
一 致 收敛 于 0. 从 而 结论 成 立 . 
(2) 证 略 . 
例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 是 R: 上 的 有 界 函 数 . 则 F(z) 在 Ri 上 几乎 处 处 等 于 一 
个 几乎 处 处 连续 的 函数 当 且 仅 当 存在 ZCR': m(Z)=0, 且 f(z) 在 
R'\Z 上 连续 ， 
(2) 设 {fm.n(z)} 是 [0,1] 上 的 双 指 标 可 测 函 数列 , 且 有 
(i) limfmn(z)=gn(z),a.e. 7E [0,1]; 
(ii) limgn (7)=h(z) ,a. e.7€L[0,1], 
则 存在 子 列 {f%,.m《zx)) ,使 得 lim fn,(z) = h(z),a.e. zx € [0,1]. 
证 明 (1) 必要 性 显然 . 为 证 充分 性 , 作 函 数 
g(7) = dim sup{f(y): yERN2Z,ly 一 z|<<9)， 
显然 fCz)=g(z),zERINZ. 对 zERINZ, 任 给 se>>0, 存 在 9S>>0, 使 得 
f(r) 一 上 用) 入 Fr) 十 s，yERNZ 且 ly 一 z|< 王 0. 
而 对 zx; |zx 一 x'|<6, 有 yER'\Z 且 |y 一 z1<6, 使 得 
ly—zxz|I1<H=6—|z—zl. 
由 此 知 g(x) 一 e<g(zx')<g(zr)+e. 
(2) 如 果 题 中 的 收敛 是 在 ECL0,1] 上 一 致 收敛 , 则 存在 {mx)， 
{nx). 使 得 


hkz) 一 gm ZH, gmu(z) — fat)| <i, zeEk. 


从 而 有 |h(z) 一 fn《z)| 二 2/k,x€ EE. 对 于 非 一 致 收敛 情形 . 考虑 用 
Eropos 定理 ,并 采用 对 角 线 法 . 

例 7 解答 下 列 问 题 : 

(1) 设 {f,(z)} 是 [a,5] 上 的 可 测 函 数列 ,f(z) 是 [a,5j 上 的 实 值 函 
数 . 若 对 任 给 的 0, 都 有 

lim m* ({z € [a,6]: |f.(x) — f(x)| > 8}) = 0, 

试问 f(z) 是 [a,b] 上 的 可 测 函 数 吗 ? 

(2) 设 f: R"~~R, 且 对 任意 的 s>0, 存 在 开 集 GCCR",m(G)<e， 
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使 得 /ECCR"G), 试 证 明 f(z) 是 R* 上 的 可 测 函 数 . 
解 (1) 是 的 . 依 题 设 知 ,对 任意 的 &EN ,存在 {m4} ,有 
m’ (Ei) <1/2, E= {rz€ [a,b]: |f,C7) — f(z7)| > 1/2). 


由 此 得 "| 站 本 =o 故 对 se ze ra, 有 ze 日 站 瑟 内 而 


又 知 存在 No, 当 k 宇 No 时 ,有 xzE EE. 这 说 明 
[fC FD ELI, limf,(z) = f(z), a.e.z € [a,b], 
故 f(x) 在 [a,5] 上 可 测 . 
(2) 取 e=1 从 , 则 存在 开 集 列 {Ge} : m(GD)<1/kC(&kEN), 且 FE 
CCORANGD CEN). 令 Hz) 一 Frz)，Xarc(z), 则 对 任 给 e>>0, 我 们 有 
mm (tr ER": |fi(z) — f(rz)| > e)) 
=m’"({r € Gi:|f(z)| 6} < 1/k. 
令 &~co 即 知 f(x) 在 R" 上 依 测度 收 僵 于 f(z). 故 f(z) 在 R" 上 可 
测 . 
例 8 解答 下 列 问 题 : 
(1) 试问 : f(z)== (cosz)" 在 [0,x] 上 依 测 度 收 敛 于 0 吗 ? 又 函数 
列 
0, xz€ [0,1/n] U [2/n,1], 
n, XE (l/n,2/n) 
在 [0,1] 上 依 测度 收敛 于 0 吗 ? 
(2) 设 f(z),fi(z) (一 1,2,…:) 是 已 上 实 值 可 测 函 数 . 若 对 任 给 
e>0, 以 及 3>0, 存 在 已 中 可 测 子 集 e 以 及 天 ,使 得 m(ENe)<0, 且 有 
[fi(z)— f(D| <e (4>K,zr€e). 
试问 这 是 哪 种 意义 下 的 收敛 ? 
《3) 设 fi(z) 在 E 上 依 测度 收 钱 于 0, 试问 极限 
limm({z €E: |fi(zr)|>0)=0 


gn(7) = 


成 立 吗 ? 
(4) 设 (二 1,2,…) 是 R" 中 的 可 测 集 . 试 证 明 
(i) Xs,(z) 在 R" 上 依 测 度 收敛 到 0 当 上 且 仅 当 mm(E4) 一 0(k 一 00); 
(ii) Xs,《z) 在 R" 上 几乎 处 处 收敛 到 0 当 且 仅 当 m(limE)==0. 
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解 (1) 注意 {f,(z)),{g.(z)} 都 是 几乎 处 处 收敛 于 0 的 . 
(2) 依 题 设 知 ,对 任 给 e 汪 0,6>>0, 当 >K 时 , 均 有 
m({z € E: |fi(z) — f(z)| >e)}) < 5s, 

故 这 是 依 测度 收敛 . 

(3) 不 一 定 . 例如 在 [0,1] 上 定义 f(z)==1/k(kEN), 易 知 fi(z) 
在 [0,1] 上 依 测度 收敛 于 0, 但 我 们 有 

m({r € [0,1]: |fi(z)| > 0))=1. 

(4) (i) 注意 m({zER": Xs (7z)>e))=m(En). 

(ii) limXs,(z) 二 0,a.e. TER" 相当 于 z 属 于 无 穷 多 个 EF 的 全 体 
是 零 测 集 . 

例 9 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 在 可 测 集 ECR' 上 ,f(z) (n==1,2,…) 几 乎 处 处 收敛 于 
了 f(z), 且 依 测度 收敛 于 g(xz) ,试问 是 否 有 关系 式 

g(7) = f(r), a.e.r€E EkE? 

(2) 设 f(z) ,有 1(z),fs(z),…,fi(z),… 是 上 几乎 处 处 有 限 的 
可 测 函 数 , 且 m(E) 过 oo. 车 在 {f(z)} 的 任 一 子 列 {f(z)} 中 均 存在 几 
平 处 处 收敛 于 f(z) 的 子 列 {fi (zx))，, 试 证 明 { 有 (zx)}) 在 EE 上 依 测 度 收 
敛 于 f(z). 

(3) 设 {fi(z)}) 是 ECR' 上 正 值 可 测 函数 列 . 若 fi(z) 在 E 上 依 测 
度 收 敛 于 F(z), 试 证 明 对 加 >0, 瑚 (z) 在 已 上 依 测度 收敛 于 户 (z). 

(4) 设 ECR: 上 可 测 函 数列 {f(z)} 满 足 

iD) Ffin(r) (k=1,2,.). 

若 fi(z) 在 EE 上 依 测 度 收敛 到 0, 试问 fi(z) 在 EE 上 是 否 几 乎 处 处 收敛 
于 0? 

证 明 (1) 是 的 . 依 题 设 知 ,存在 {nt} ,使 得 f(z) 在 EE 上 几乎 处 
处 收敛 于 g(x). 从 而 有 关系 : g(z)=f(z),a.e.z€E. 

(2) 反 证 法 .假定 户 (z) 在 巨 上 不 是 依 测度 收敛 于 f(x) 的 , 则 存在 
6 之 0,0o>>0 以 及 {4) ,使 得 

m({z€EE: |fi(z)—f(z)|>e))F00. (x) 
但 依 题 设 知 存在 {&. ) ,使 得 
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limfs (zx)= f(x), ae. 工 GE 五. 
由 此 又 知 户 (z) 在 巨 上 依 测度 收敛 于 f(z), 而 这 与 (*) 式 矛盾 .证 毕 . 
(3) 由 题 设 知 ,对 任何 子 列 {fi (zx)}, 必 存在 {k:} ,使 得 f(z) 在 EE 


上 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 也 就 是 说 ,对 任何 子 列 { 凡 (zx)}, 总 存在 子 列 
{ 玉 (Cz))，, 它 几乎 处 处 收敛 于 产 (z), 从 而 根据 (2), 易 知 结论 成 立 . 

(4) 依 题 设 知 ,存在 {&:} ,使 得 

limfi (zx) =0, a.e.z€E, 
从 而 根据 fi(z) 宇 fir1(z)(kEN), 即 知 
limfi(zx) 一 0，a.e.zE 匹 . 

例 10 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 {E}CR" 是 可 测 集合 列 , 则 {xs (z)} 是 依 测度 Cauchy 列 的 
充分 必要 条 件 是 : limm(EAE)=0. 

(2) 设 m(EE)<<o0,f(z), 有 i(z) ,f(z),"… ,fi(z),… 是 EE 上 几乎 
处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 {f(z)} 在 E 上 依 测 度 收敛 于 f(z) 的 充分 且 
必要 条 件 是 : 

lim inf{a +m({z EE;: | JiCz) — f(r)| >a})}= 0. 

证 明 (1) 注意 ,对 任 给 e: 1>e>>0, 点 集 |Xs,(z) 一 Xe (z)|>e 就 
是 BENEi 与 ENE 的 并 集 . 

(2) 必要 性 ” 依 题 设 知 ,对 任 给 e>>0,a<e/2, 存 在 N, 使 得 

m({zT EE: |fi(x)— f(z)|>a})<e/2 志和 N)， 

从 而 得 a 十 m({zEE: |fi(z) 一 f(z)|>>a))<el(h 宇 N). 对 a 取 下 确 界 
更 成 立 ,再 令 k->oo 也 然 . 由 此 即 得 所 证 . 

充分 性 记 E(a) 二 {IEE; | 有 i(z) 一 f(z)|>a) ,由 假设 知 ,对 任 
给 >0, 存 在 N, 当 hk 之 N 时 有 inf{a+m(Ei(a))}<e, 从 而 对 每 个 人: 
之 ,可 取 a>0, 使 得 @ 十 m(Ei(ai))<e. 自然 有 a<el(k 之 N). 现 在 令 
“3up {om), 则 a<elh>N). 因此 ,对 任 给 e>>0,0<6<e, 存 在 N, 使 
得 

m({z € E: |fi(x) —f(7)|>6)) <e LN). 
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这 说 明 f(x) 在 EE 上 依 测度 收敛 于 f(x). 
例 11 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 车 {f(z)} 是 ECR! 上 依 测度 收敛 列 , 且 有 
[f(x — TEM — |, zx EE, 
则 {fCz)} 是 E 上 几乎 处 处 收敛 列 . 
(2) 设 ECR! 且 m(E) 过 十 吕 ,{f,(z)} 是 EE 上 实 值 可 测 函 数列 ， 
则 廊 (z) 在 互 上 依 测度 收敛 于 f(z) 的 充分 必要 条 件 是 : 


jf.Cx) — f(z)) 
1+ [f(x) — f(z)] 


证 明 (1) 由 依 测 度 收 敛 知 ,对 e>>0,o>>0, 存 在 NN, 使 得 

m({zT E€ E: |f(z) — fn(z)| 过 e/3)) < (nm N). 
假定 zo€EE 满足 : 

m(E (xo 一 e/3M,zo + e/3M)) = 20 > 0. 
从 而 知 存在 点 zs,m EEN (zo 一 e/3M,zo 十 e/3M), 以 及 n,mi, 使 得 
1 《zmm) 一 fm《znm) | 过 e/3. 因 此 , 当 n,m 宇 N 时 ,有 
[f(z0) — fn (xo) S| f(xo) — fxm) | 
和 |f, (zn,m) i fo tz) 
| (ma f(a) 
<2M|zo 一 xanl 十 e/3 
<2e/3+e/3=&. 
这 说 明 f(z) 在 z=zo 处 收敛 . 

车 对 roE 巨 ,存在 80, 使 得 mCEN (zo 一 60,zo 十 06)) 二 0, 则 
所 (zx) 不 一 定 在 z==xo 处 收敛 . 由 此 易 知 命题 结论 成 立 . 

(2) 必要 性 ” 依 题 设 知 , 对 任 给 s>0,o>>0, 存 在 N, 当 "之 六 时 有 
m({z€EE: |f.(z)—f(z)| 之 e})<o. 因为 在 点 xzEE 满足 |f,(z) 一 
f(z)| 过 e 时 , 必 有 0 二 F,(z) 过 e, 所 以 limF,(z)=0,a.e. 7€E. 

充分 性 ”由 题 设 知 ,对 任 给 $>>0,es>0, 存 在 E;CE 以 及 NN, 使 得 

m(E\Es) <6, |F.(7)| <e (n>N,r€ E). 
由 此 易 知 f(x) 在 上 依 测 度 收敛 于 f(z). 
例 12 试 证 明 下 列 命题 : 
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limF, (zx) = lim 一 0， a.e.r€E, 


(1) 设 F(z),f,(z)(nEN) 是 Ri 上 的 可 测 函 数 , 且 有 |f,(x) | 过 

F(x),a.e.XER'; 又 对 任 给 s>>0, 均 有 
m({x ER!: F(z) > e}) < 十 oo. 
车 f,(z) 在 Ri! 上 几乎 处 处 收敛 于 0, 则 f(z) 在 R! 上 依 测 度 收敛 于 0. 

(2) 设 有 定义 在 ECR! 上 的 可 测 函 数列 : fi(z) 志 f(z) 志 … 莹 
nz) 迄 …. 车 f(z) 在 E 上 依 测度 收敛 于 f(z), 则 f(z) 在 E 上 几乎 
处 处 收敛 于 f(z). 

(3) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 递增 函数 (x 二 1,2,…), 且 f(z) 在 
[0,1] 上 依 测度 收敛 于 f(x), 则 在 f(z) 的 连续 点 zx 一 ze 上 , 必 有 

万 (zo) > f(T0) (一 co). 

证 明 (1) 注意 {zERI: | 户 (z)|>>ejCfzERI: F(x)>e), 因 
此 ,其 推理 可 在 有 穷 测度 点 集 上 进行 . 

(2) 依 题 设 知 ,存在 {m4) ,使 得 

limf,, (x) = f(zx), a.e.7€EE. 
从 而 根据 {f(x)}) 的 渐 升 性 ,立即 可 知 结论 成 立 . 
(3) 反 证 法 .假定 户 (zo) 当 一 co 时 不 收敛 于 f(zxo), 则 存在 e> 
0, 以 及 {f(zo)) ,使 得 
广 (zo) 之 过 Jrzo) 二 6 或 f(z0) 和 f(z0) eo. 
若 前 一 情形 成 立 , 则 由 ze 是 了 的 连续 点 可 知 ,存在 9 之 0, 使 得 
(rz) < Frzo) 十 eo/2 (ro 和 zx<<zo 十 9). 
由 于 矿 (z) 密 Czo) 过 jzo) 十 eo> 太 xz), 故 得 
m({z € [0,1]: fx) > f(7)) 6 (EN)， 
但 这 与 f,(z) 在 [0,1] 上 依 测 度 收敛 于 f(z) 矛 盾 . 

对 后 一 种 情形 ,证 略 . 

例 13 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 { 有 i(z)) 在 ECR" 上 依 测 度 收 全 于 f(z), {gr(z)} 在 E 上 依 
测度 收敛 于 g (2). 则 {fi(z) 十 gr(z)} 在 E 上 依 测 度 收 化 于 f(z) 十 
g(x). 

(2) 设 m(E) 过 oo0,{fi(x)} 在 E 上 依 测度 收敛 于 f(z),{gi(x)) 在 
EE 上 依 测 度 收 僵 于 gCz), 则 {fi(r)，gr(z)} 在 EE 上 依 测度 收敛 于 

159 


F(z)。g(z). 若 ze( 瑟 ) 一 十 co, 则 结论 不 一 定 真 . 

(3) 设 ECR". 若 {fi(z)}) 在 EE 上 依 测度 收 化 于 0,{gi(z)} 在 E 上 
依 测 度 收 敛 于 0, 则 {fi(z)gi(z)}) 在 巨 上 依 测 度 收 敛 于 0. 

(4) 设 ECR" 且 m(E)<< 十 oo. 若 f(z) 在 巨 上 依 测 度 收敛 于 
f(z), 且 f(z)#0,fi(z)#0,a.e. TEE(REN), 则 1/fi(x) 在 E 上 依 
测度 收敛 于 1/f(z). 

证 明 (1) 注意 包含 关系 : 

{Tz EE: |(fi(zx) + g(x)) — (f(z) + g(z))| > 0} 
C{rz€EE;: Ifilz)— f(z)| > 0o/2} 
U {xz EE: |g(z) — g(z)| > o/2)}. 

(2) 对 任 一 子 列 {fi (z)gi (zx)}, 由 题 设 知 ,存在 所 (z) 在 E 上 

a.e. 收 敛 于 F(z), 也 存在 CE (rz) 在 五 上 a.e. 收 敛 于 g(z). 从 而 知 


九 (z)&u (Cz) 在 巨 上 ae. 收 敛 于 f(z)g(z). 这 说 明 命题 结论 成 立 . 


在 m(E)= 十 oo 时 ,举例 如 下 : 设 匹 =[0,co), 作 函数 
0， rE€ [0,n), 
l/zx, zx€ [nco)， 
gn(XT) = x(n€N), 
则 户 (z),g(Cz) 在 已 上 各 依 测度 收敛 于 f(z) 二 0,g (x) 三 z. 然而 
[fn(z) 十 gn(z)J 并 不 依 测度 收 伍 于 [f(z) 二 g(z)J*,f,(z)gn(z) 在 EE 
上 也 不 依 测度 收敛 于 f(z)g (x) 二 0, 这 是 因为 {rE€E: |f,(x)gn(zx)1 
之 1}=[n,o0). 
(3) 注意 下 述 包含 关系 : (对 se>0) 
{TE E: [f(a |e CrEE: |fi(2)|>Ve} 
U {rz EE: |gt(z)| 之 We 
(4) 不 妨 假定 fi(x) C&EN) 与 fCz) 皆 不 为 0. 依 题 设 知 ,对 任 一 子 
列 {f(z)}, 均 存在 子 列 (f(z)}) 几 乎 处 处 收 僵 于 f(x). 也 就 是 说 ,对 
任 一 子 列 {1/f Cz)} , 均 存在 子 列 { 1 Cz)) 几 乎 处 处 收敛 于 1/f(z). 
这 说 明 命题 结论 成 立 . 
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f(z) = 


8 3.3 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 


基本 内 容 


定理 (JIyama( 卢 津 )) 若 /(z) 是 ECR" 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 
任 给 的 50, 存 在 EE 中 的 闭 集 ,m(E\F)<6, 使 得 fF(z) 是 开 上 的 连续 函数 . 
推论 1 若 f(z) 是 ECR" 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任 给 的 60, 存 
在 R" 上 的 一 个 连续 函数 g(z) ,使 得 
m({z € E: f(x) #¥ g(z)})) < 0 
若 上 还 是 有 界 集 , 则 可 使 上 述 g(z) 具 有 紧 支 集 . 
推论 2 若 f(z) 是 ECR" 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 存在 R" 上 的 连续 
函数 列 {gr(z)), 使 得 
limgr(z) = f(x), a.e. TEE. 
注 我 们 知道 ,R: 上 的 函数 
1， 工 是 有 理 数 ， 
0， 工 是 无 理 数 
可 以 表 为 (双重 指标 ) 连 续 函 数列 的 累 次 极限 
lim Jim[cosCn12rz)]” 一 J(z)，xzERL 
然而 并 不 存在 RY' 上 的 连续 函数 列 {g&s(z)》, 使 得 
limgt(z) =f(z), rER!. 


典型 例题 精 解 


f(z) = 


例 1 解答 下 列 问题 : 

(1) 试 作 定义 在 [0,1] 上 的 实 值 可 测 函 数 有 (x), 对 于 [0,1J 中 的 任 
一 零 测 集 Z,f(z) 均 不 在 [0,1]\Z 上 连续 . 

(2) 设 f(z) 是 R'! 上 的 实 值 可 测 函 数 , 试 问 是 否 存在 &g€C(R')， 
使 得 

mx({(zERI:， |f(x) — g(xz)|>0})=0? 
解 (1) 在 [0,1] 中 作 类 Cantor 集 五 : m( 吾 )==1/2, 令 函数 
3 ZE 五 ， 
A 它 1，xze [oNH， 
易 知 ([0,1]\Z) 几 HH 关 儿 , 故 知 对 任意 的 zeE ([0,1]\2) 几 nH, 在 (zo 一 
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6,Xo 十 0) 内 总 有 [0,1J 八 (ZU 瑟 ) 之 点 .这 说 明 f(z) 在 z=xo 处 不 连续 . 


_ /1, zxé€[0,1/2), 
(2) 不 一 定 . 例如 f(x)= i zeE[112,1]. 则 对 任意 的 5 


C([0,1]): g(1/2) 一 )>>0, 存 在 go>0, 使 得 当 zE (1/2 一 60,1/2 十 60) 
时 ,g(z)>MM2. 类 似 地 讨论 \<<0,A=0, 即 可 得 证 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 车 Fr(z) 是 R: 上 的 实 值 可 测 函 数 , 且 有 

rz 十 y) = + f(y) (zyER， 

则 f(x) 是 连续 函数 . 

(2) 设 f(z) 是 1=(a,b) 上 的 实 值 可 测 函 数 . 若 f(x) 具有 中 值 
(下 ) 凸 性 质 ， 


川 2 二 中 < A 二 @， zy ET, 


则 FeC(7)， 

证 明 (1) 因为 f(z 二 h) 一 f(z) 一 f(h) 以 及 f(0)==0, 所 以 只 需 
证 明 f(z) 在 z=0 处 连续 即 可 .根据 JIysua 定理 ,可 作 有 界 闭 集 下 : 
m(F)>>0, 使 (x) 在 上 (一 致 ) 连 续 , 即 对 任意 的 e>>0, 存 在 6,>>0, 有 

[f(z)— fo <e, lrz—y|<H, ry€EF. 
现在 研究 一 F, 由 第 二 章 § 2. 4 定理 2 知道 ,存在 6;>>0, 使 得 
到 一 下 也 [一 6,0]. 
取 6=min{6.,6,), 则 当 zE€E[ 一 656] 时 ,由 于 存在 zx，yEF, 使 得 2 二 x 
一 y, 故 可 得 
fxz)| = |f(z y= |f(7) -ff|<e. 
这 说 明 f(z) 在 z=0 处 是 连续 的 . 

(2) 根据 数学 分 析 的 理论 可 知 ,如 果 f(z) 是 TT 上 的 有 界 函 数 , 那 
么 JEC(7D)， 

对 此 ,假定 f(z) 在 z= 二 zo€7 处 附近 无 界 , 且 考查 区 间 [zo 一 26,zo 
十 26]C7, 其 中 存在 {&}: 

GE (rz 一 9ro 十 0)， f(E) Fh (k=1,2,). 
对 于 任意 的 TE (名 一 9, 十 9) ,显然 有 
2o 一 28 秋 z 和 z 十 26, zo ~— 26CIT A rr 26. 
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由 26 一 以 十 z, 可 知 27(60) 和 jz) 十 FGz'). 从 而 必 有 f(z) 之 k 或 者 
f(z') 之 k. 这 说 明 
m({z€E(& — 60,6+6): f(z) 4k)) 0. 
也 就 是 说 ,对 于 任意 大 的 自然 数 , 均 有 
m({xo— 2 SICTot 20: f(z) hk)) 过 0. 
从 而 导致 fCzo) 王 十 co, 矛盾 . 即 得 所 证 . 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

《1) 设 f(x) 在 [a,b] 上 可 测 , 则 存在 多 项 式 列 {P,(z)}, 使 得 
limP.(z)=/f(z), a.e€.7€[a,b]. 

(2) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 递增 函数 , 则 存在 f,EC([0,1]))nE€ 
N) ,使 得 limf(z)=f(z)(0<z<1). 

证 明 (1) 根据 Jlyann 定理 ,对 任意 的 nEN, 存 在 闭 集 FF,C[a,6] 
(n€EN), 使 得 FCFsi ym([asb]\F,)<1/n, 且 fECCFW)(nEN). 从 
而 知 存在 gE€C([La,b]) ,使 得 g(x) 二 f(x)(zEF,,n€EN). 由 此 又 知 存 
在 多 项 式 P,(z) ,使 得 

lg(z)— P| <1l/n EN, rE[a,b)), 
最 |f (zx)—P,(z))<1/n(r€E FnEN). 


令 F= URN ma bl\F) = 0. 对 zoE 下 , 则 存在 no, xo€ 


Fnno). 从 而 对 任 给 之 0, 取 n>>mo, 且 1/m<e, 则 有 
|f(x) — Pz)| <1/n<e (n>n), 
即 得 所 证 . 
(2) 不 妨 假定 /(0)=0,f(1)=1. op 
NR 
gn(T) = 安 katy ?xy ， Can Dm CF) 
则 Wax lg"(z)—f (7) S/n(nEN). Re 
Igri(7) — gu(T)| < gynlz) — f(z)| 


+ lga(7) 一 Jr E12 
可 知 旋 [gyn(z) 一 gy(z)] 二 f(x) 一 gz(zx) 是 连续 列 的 点 极限 . 
k=1 
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例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(x) 是 (0,1) 上 的 实 值 可 测 函 数 , 则 存在 数列 {h,): 各 一 0 
(n 王 00) ,使 得 
limf(z +h)= f(z), a.e.r € (0,1). 
(2) 设 ECR: 是 可 测 集 , f: 5 一 R1. 车 存在 M>0, 使 得 对 任意 的 
zE 巨 ,都 有 9>0, 以 及 
[If 一 Cr)1<MGO 一 z)，yEEnCzz 十 9)， 
则 m* (f (ESM. mlE). 
(3) 设 f(z),fi(z)(4=1,2,…) 是 ECR'(m(E)<oo) 上 正 实 值 
可 测 函 数 , 且 有 jimfi(zx) = f(z)(z € E), 则 对 任 给 3>>0, 存 在 ACE 
以 及 各,m(4)<5, 使 得 
fz) Ef) + (rE E\A,k> ho). 
证 明 (1) 根据 JIysn 定理 ,可 作 闭 集 F,C (0,1):; m(F,) 之 1 一 
1/n?,f(z) 在 F, 上 连续 ,从 而 有 加 一 0Ln->oo), 使 得 
[f(z + fn) Zl/n, zrthE€EF,, |h| < 
取 太 : Ih | 过 WnEN). 易 知 m({XEF,: xz 二 hEF,))<1/n(n€EN). 
由 此 知 存在 ,CF,, m(E,) 之 1 一 2/n?, 使 得 
[f(z+h)— f(z) <1/n, rEE,. 
再 考查 {E,} 的 下 限 集 ,m( limE,) =1, 即 得 所 证 . 
(2) 令 5S,={z€EE: |f(y)—f(z) ISM(y—z),— 切 yE EN 
(zx,T 十 1/n)) ,注意 到 zE 5, 门 E 是 单调 列 {zx,} C5,(nEN): limf lz,) 


一 f(z) ,Ss 由 E=S,, 故 5, 是 可 测 集 . 显然 有 
SCSC… (ss,.=E. 
n>l 
记 E=51,E:=S2\S1,"" ,因为 
mfED =m’( YE)) < Dm CCED)， 
n>1 n>1 
以 及 m(EE) 一 >)m(E,), 所 以 只 需 指 出 
nl 


m'(f(EY) SM mE,) (n€N). 
换 句 话说 ,我 们 可 以 假定 
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[ff 一 7z)| 委 My 一 zl| (rE€EE,yEEN Kz,z+1/n)), 
而 分 解 玉 为 E.(nEN) 之 并 ,EE, 的 直径 小 于 1/n. 从 而 不 妨 设 已 的 直径 
小 于 1/m,|F(y) 一 rz)| 委 MIz 一 y| (zyE 匹 ). 

对 任 给 e>0, 取 开 集 G: GDE,m(G)<m(E)+e, 目 令 (REN) 
是 G 的 构成 区 间 ,我 们 有 
IfW 一 Ar 委 MIz 一 中 和 MI (ry€EENI). 
因此 ,大 歼 7) 含 于 一 闭 区 间 中 长 并 至 多 为 M，|I|. 从 而 
m"(f(ENT)) SM. Ill, 
m’* (f(E)) < ”SE NID)DSM-mG) SM mE) +e. 


即 得 所 证 . 
(3) 令 Br(7)=sup{fi(z)—f(r)} (rE E),E={r€EE: fi(r)> 


f(z) 十 3) ,Ge 一 同 玉 (4EN), 易 知 Ce 一 {zE 匹 : gi(r)>6). 因为 
[了 


limgr(z)==0(zEE), 所 以 limm (Co 一 0. 注意 到 G. 必 Gi, (hkEN)， 
m(E)< 之 十 吕 , 我 们 有 


m({z € E: limgi(z) > 6)) = m| 站 cj 
es kml 
= limm(Gi) = 0. 


因此 , 取 wo, 使 m(G,)<56, 并 令 A=G, 即 可 得 证 . 
8$ 3.4 复合 函数 的 可 测 性 


基本 内 容 


为 了 讨论 可 测 函 数 复合 运算 的 可 测 性 问题 ,我 们 首先 用 点 集 映射 的 观点 把 函 
数 可 测 性 的 定义 改 述 一 下 . 大 家 知道 ,对 于 实 值 函 数 f(z) 来 说 ,点 集 (z: f(z)>t} 
与 71((t,o0)) 是 一 致 的 ,我 们 有 下 述 结论 : 

引 理 车 f(x) 是 定义 在 R" 上 的 实 值 函数 , 则 f(x) 在 R" 上 可 测 的 充分 且 必 
要 条 件 是 : 对 于 R! 中 的 任 一 开 集 C, 广 :(C) 是 可 测 集 . 

定理 1 设 /(z) 是 Ri 上 的 连续 函数 ,g(x) 是 Ri 上 的 实 值 可 测 函 数 , 则 复合 
函数 hz)=JLg(z)] 是 R: 上 的 可 测 函数 . 

定理 2 设 T; R"~R" 是 连续 变换 , 当 ZCR* 且 m(Z)=0 时 ,7T-1(2Z) 是 零 测 
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集 . 若 f(z) 是 R* 上 的 实 值 可 测 函 数 , 则 f(T(z)) 是 R 上 的 可 测 函 数 - 
推论 设 f(z) 是 R" 的 实 值 可 测 函 数 ,T; R" 一 R" 是 非 奇 异 线性 变换 , 则 
f(T(z)) 是 R* 上 的 可 测 函 数 . 


典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问 题 : 
(1) 令 ( 斜 坡 函 数 ) 


一 fm I<— ns 
so 二 —n<<n, (EN). 
ny nr 
并 设 f(z) 是 R! 上 的 实 值 函 数 , 若 对 一 切 n,y,(7z) 二 8[f(z)] 在 R! 上 
连续 , 试 证 明 f€C(R'). 
(2) 试 作 gECCR:) ,jz) 在 R: 上 可 测 ,但 FLg(z)] 不 是 可 测 函 
数 . 
(3) 设 f(z) 在 ECR' 上 可 测 , 试 证 明 对 R: 中 任 一 闭 集 书 , 广 'CF) 
是 可 测 集 . 
(4) 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 测 , 且 mm 寺 f(x) 二 M,g(z) 在 [m,MjJ 上 单 
调 , 试 证 明 gLf(z)] 在 [a,b] 上 可 测 . 
解 (1) 只 需 指出 : 对 任 一 区 间 (a,b) , 广 :((a,p)) 是 开 集 . 我 们 取 
n: n>max{|a|,15|), 易 知 
F(a,b)) = (a,b), 
fab)) = fp a6))] = yr!((a,b)). 
(2) 设 B(x) 是 [0,1] 上 的 Cantor 函数 , 令 


Wr) = 2 


则 亚 (z) 是 [0,1] 上 的 严格 单调 上 升 的 连续 函数 . 记 C 是 [0,1] 中 的 
Cantor 集 ,W 是 亚 (C) 中 的 不 可 测 子 集 . 
现在 令 f(x) 是 点 集 亚 -'(W) 上 的 特征 函数 , 作 
E(z) = "(rz), zr€ [0,1]. 
显然 ,f(z)==0, a.e. zEL0,1], g(z) 是 [0,1] 上 的 严格 单调 上 升 的 连 
续 函 数 . 易 知 f[g (zx)] 在 [0,1] 上 不 是 可 测 函 数 . 
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(0<zr<1), 


(3) 注意 ( 广 !(P))= 广 !(F9). 

(4) 证 略 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 ， 

(1) 车 f(z) 是 R" 上 的 可 测 函 数 , 则 F(z 一 y) 是 R*XR" 上 的 可 测 
函数 . 

(2) 设 ECCRi),g(Cz) 是 R: 上 的 可 测 函 数 . 若 对 任意 的 零 测 集 
2Z, 广 (2Z) 是 可 测 集 , 则 gLf(z)] 是 可 测 函 数 . 

(3) 设 *= (xu) 是 R: 上 的 连续 函数 ,g1(z),gz(z) 是 T=[a,6b] 
CR' 上 的 实 值 可 测 函 数 , 则 F(z) 二 f(g1(zx),gs(zx)) 是 [a,5J 上 的 可 测 
函数 . 

(4) 设 f(z) 是 定义 在 (0,1] 上 的 实 值 函数 , 则 必 存 在 可 测 函 数 
&g(Cz) 与 A(z), 使 得 

f(x) 一 EL[ACz)]， 工 E (0,1]. 
证 明 (1) () 记 F(z,y)=f(z) ((z,y)ER”"XR"), 则 因为 对 于 
tER!, 有 
{zy): Flr,y) >t} = {Ty): fz) >1, y € R'}, 
所 以 F(z,y) 是 R"XR" 上 的 可 测 函 数 . 
(ii) 作 R"XR" 到 R"XR" 的 非 奇 异 线性 变换 
TE E Re X Rn， 
y= $+7, 
易 知 在 变换 了 下 ,F(z,y) 变 为 (一 7,6 十 四 二 有 (一 7), 从 而 有 (一 7) 
是 R"XR"” 上 的 可 测 函 数 . 
(2) 设 GCR! 是 开 集 , 则 (g -1) '(G)== 广 "[g"'(G)]. 因为 
g '《G) 是 可 测 集 ,所 以 存在 零 测 集 Z1,2i, 以 及 Borel 集 态 , 使 得 
g 1(G)= (H\Z2) UZ,, ZCH,HNZ.=Y. 
从 而 我 们 有 广 :[g-(G)]= ( 广 :CNFICZD)U 广 :(Z2). 注意 到 
f(x) 的 连续 性 ,可 知 广 !(CE7) 是 Borel 集 .又 由 广 1(Z1),f'(Zs) 是 可 
测 集 ,可 知 广 '[g“'(G)] 是 可 测 集 , 即 得 所 证 . 
(3) 对 任意 :ER', 令 Gs={(usv): Fl(u,v)>t}=F-1((t,c0)), 则 
{EI: F(x) > = {rE€ET: (f(z),g(7)) € G,). 
若 G, 是 开 和 矩形 : G,= (cp)X (cd), 则 
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{ZE€ET: F(z)>1) = {rE€T: g(x)€ (a1,b1),g82(7) € (GD)) 
= {rz€ET: g(r)E (a1,b)} NN {rET: g(x) € (c,d1))}. 
对 开 集 G,, 将 其 分 解 为 可 数 个 开 和 矩形 之 并 集 : G:= [jj 7., = 
nm 之 1 


(ons 加) X (cn,d,) ,我 们 有 
tzET: F(z)>7} = UY Uz ET: f(z) € (en,b))} 
n=] 


N {xz ETI: g(r) € (cds))). 
由 此 知 F(z) 在 了 上 可 测 . 
(4) 把 《0,1 中 的 点 作 二 进位 大 尾 小 数 表 示 ， zxE(0,1]， 


r= 


名 关 ，“… 一 < 人 
并 定义 


hz) = 5 Mh(0) = 0， 


n=l 3" 
则 h(xz) 在 (0,1] 上 严格 递增 . 易 知 h((0,1]) 是 Cantor 集 的 子 集 ， 
m(h((0,1]))=0. 
现在 ,再 定义 函数 
fx), xz ERhC(O,1)), 


ES | 0， 其 他 ， 

则 f(z)=g(h(z)), 其 中 g(z),h(z) 是 (0,1] 上 的 工 -可 测 函 数 . 

例 3 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 f(z) 是 Ri! 上 的 实 值 可 测 函 数 ,F(z,y) 是 R* 上 的 连续 函 
数 .车 有 

[f(z+ YI SFA), zy ER 

则 f(z) 在 有 界 集 上 是 有 界 函 数 . 

(2) 设 f(z) 是 ECR! 上 的 实 值 函数 , 则 对 任意 的 e>0, 存 在 R: 上 
可 测 函 数 g(z) 和 点 集 媚 : HCE, 使 得 

m"(E)=m"(H), |f(z)— g(r)|<e, rEH. 

证 明 (1) 令 g(z)=|f(z)1 十 |f( 一 x)| 并 作 ECR!,m(E)>>0， 
使 g(x) 在 EE 上 有 界 .从 而 由 题 设 知 当 z,y€E EE 时, f(z 一 y) 是 有 界 的 . 
因为 E 一 E 卫 BC(0,6), 所 以 f(x) 在 B(0,6) 上 有 界 . 故 对 z€ B(0,6)， 
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f(nz) 有 界 . 

(2) (i) 对 Af(E) 是 可 数 集 的 情形 , 即 ACE) 一 (222} 时 , 令 书 
={z€EE: f(z)=»), 则 EE= 凯 E. 此 时 作 41 太 Ei: m(41) = 
加 "(EE ;又 作 4 二 BVM44sm(AD 二 加 "(EsNA1), 且 有 mm(41 站 4 一 0， 
… ,我们 有 (4.);: 

A4.>E\ Ua) ，m(4,) =m"| EM ， 
m(AiMNA)=0 (k=1,2,.,n— 1). 

现在 记 妃 = 则 (E. 由 4.) , 则 存在 可 测 集 5; SH,m(5) 一 

加 "(7D). 此 时 ,EC41U AsU…UU 4., 我 们 有 


nl 


E\UACENACANS (n=2,3,), 


i=1 


mA NS >m (EN\UA) = m4,), 
im] 
m(A\S) =0, ml ANS) =0. 
此 外 ,UCU A.CsU[ 避 Anns) ,可 多 


m°(E) 一 站 VE) <ms) = mH). 
nl 
但 矿 CE, 故 m* (E)==m*( 玉 ). 作 函数 
yr TE A (n€N), 
g(7)= ze | U4)", 

则 g(z) 可 测 , 生 g(x)=f(z)(zEH). 

(ii) 对 一 般 情形 的 f(x) ,对 任意 的 e>>0, 作 gCz)=e[f(zx)/e](zx 
EE), 易 知 0 二 f(z) 一 g(xr) 二 6, 且 g(E) 可 数 .再 用 (i). 

例 4 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z),f.(z)(nEN) 在 R' 上 可 测 ,gEC(R!), 若 limf"(z) 
=f(z),a.e.7ER', 则 limg[f.(z)J=g[f(z)],a.e. rER!. 
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(2) 设 (zx) 在 [a,5] 上 依 测度 收敛 于 f(z), 且 gE€CCR'), 则 
g[f,(z)] 在 [a,bj 上 依 测度 收 化 于 g[f(z)]. 

证 明 (1) 依 题 设 可 知 ,存在 ZCR!: m(Z) 二 0, 使 得 f(x) 一 
f(z)(n>oo0,TER'NZ). 因 为 g€EC(R'), 所 以 limg[f.(z)J]=g[f(z)] 
(CrERINZ), 即 得 所 证 . 

(2) 首先 , 易 知 ELFCz)],g[LACz)]CzEN) 皆 为 可 测 函数 . 其 次 ， 
对 任 一 子 列 {g[Lfi (z)]), 由 题 设 知 fi (zx) 在 [a,5] 上 依 测 度 收 敛 于 
(x), 故 存在 子 列 有 (z) 在 [a,6] 上 几乎 处 处 收敛 于 f(z). 由 此 知 ， 
8[fs(z)] 在 [a,6] 上 几乎 处 处 收 化 于 8[f(z)]. 这 说 明 命 题 结论 成 立 . 


§ 3.5 等 可 测 函数 


基本 内 容 
定义 ”考查 定义 在 区 间 工 上 的 两 个 可 测 函 数 J(z) 和 &g(z), 若 对 任意 的 1E 
R', 有 
m({z ET: f(z) 1)) =m({r € I: g(7) 4)), 
则 称 f(z) 与 g(z) 为 等 可 测 函 数 . 当然 ,两 个 等 可 测 函数 不 一 定 是 同一 个 函数 .车 
对 任意 iER', 有 (1)=m({xE1: f(x)<t}))< 之 十 吕 , 则 称 F(0) 是 f(x) 在 1 上 的 
分 布 函数 、 


定理 设 f(z),g(z) 在 T=(0,1) 上 等 测 . 若 f(z),g(z) 是 递减 左 连续 函数 ， 
则 f(x)=g(z) ,rEI=(0,1). 


注 称 有 相同 分 布 函 数 者 为 等 可 测 函 数 . 分 布 函数 自身 是 左 连 续 的 . 
典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问 题 : 
(1) 求 下 列 函 数 在 [0,2x] 上 的 分 布 函数 FC): 
(i) sinz; (ii) sin(3z/2); (iii) sin(2z 一 r/4)3 (iv) cosz. 
(2) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 可 测 函 数 , 记 F(t) 为 其 分 布 函 数 . 求 下 列 
函数 在 [0,1] 上 的 分 布 函数 : 
(iD F(Cz) 十 c; 《ii) cf x) (ec>0); i) fi(z). 
(3) 试问 sinz 与 sin (nz 十 co)(zEN,aERI) 在 
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(iD) [0,2x]; 《ii) [0,x] 
上 是 等 可 测 函数 吗 ? 

(4) 设 f(z) 是 (a,5) 上 的 可 测 函 数 ,试问 何 时 其 分 布 沙 数 下 () 在 
toE (a,5) 处 连续 ? 

解 (1) (i) ,Gii),(ii) 分 布 函 数 均 为 : 

K+ 2arcsint, |t|<<1, 
ro 下 上 < 一 1， 
2r， t>1. 

(2) (i) FOG—o) ;C0) Fl/ Gi) FOYE). 

(3) (iD 是 ;iD 不 是 . 

(4) (2) 在 zoE (a,b) 上 连续 当 且 仅 当 

m({z € (a,b): f(z) =1)) = 0. 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 有 数列 {0,) , {pn): limp。 = 十 2, 且 令 

f(z) = |sin(nz 0))” (zx € (0,2x))， 
则 (zx) 在 (0,2x) 上 依 测度 收敛 于 0. 

(2) 试 作 7 王 [0,4x] 上 的 递减 函数 g(x) ,使 得 对 任意 的 :ER!, 有 

m({rT EI: sinr>1))=m({r ET: g(r) >1)). 

证 明 (1) 因为 |sin(nz 十 0.)| 与 |sinz| 等 可 测 , 所 以 

m({zE (0,27): |sin(nz + 0,)|” >t} 

一 ma({zE(0,2r)，|sinz| 之 bm)) 一 0 (no0). 

(2) 令 忆 = {xET: sinr>t},f(t)=m(E,), 则 Fi) 递减 , 且 有 
[一 1,1])=FCOR2) 王 [0,4xr],FG) 在 [一 1,1] 上 是 一 一 映射 . 现在 令 
8&g 一 广 , 则 g(z) 在 [0,4r] 上 递减 , 且 g(z)>: 当 且 仅 当 z< GD)， 

例 3 解答 下 列 问题 ; 

(1) 设 F(z) 是 天 CR" 上 的 可 测 函数 ,定义 

(r) 一 inf{tE Ri: m({r E RR: f(r)>1)) Sr 
(0<r<mE)), 
称 广 为 了 的 非 升 重 排 ( 函 数 ) , 试 证 明 与 广 是 等 可 测 的 . 

(2) 试 求 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 的 非 升 重 排 ; 
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Ci) sinz,zE[0,2r]; (ii) sinz/2,zE[0,2r]; 
(iii) tanr, rE (0,7). 
(3) 试 求 f(z,y)==z? 十 yy? 在 z? 十 y 二 1 上 的 非 升 重 排 . 
解 (1) 证 略 . 
(2) GD sin| | 0<r<2n 0) eos FC0<r<2n). 
(iii) cotr(0<r<r). 
(3) f° (r) 一 V1 一 zx(0O<r 和 mo)， 
例 4 试 解答 下 列 问题 : 
(1) 设 f(z) 在 T=(0,1) 上 实 值 可 测 , 则 存在 唯一 的 mER:, 使 得 
(i) m({z€EI: f(r)>to))>1/2. 
(ii) 对 任 给 es>>0,m(C(zET: f(x) 之 to+e})) 二 1/2、 
(2) 设 f(z) 是 ECR! 上 的 实 值 可 测 函数 .车 存在 ME R' ,使 得 
m({z € E;: f(x) > M}) 1/2, 
m({r € E: f(x) < M}) > 1/2, 
则 称 M 为 了 的 分 布 函数 的 中 点 .试问 中 点 是 唯一 的 吗 ? 
解 〈1) 令 g(t)=m(({zE1T: f(x) 之 t)), 则 g(t) 递 契 左 连续 , 且 
g( 一 00) 二 1,g8( 十 oo0)=0. 考查 E={t:ER!; g(t) 之 1/2),E 是 有 上 界 
的 点 集 . 我 们 记 sup{t: :EE})=to, 则 toE 玉 即 为 所 求 . 
(2) 不 一 定 . 
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第 四 章 ” Lebesgue 积分 
$4.1 非 负 可 测 函数 的 积分 


基本 内 容 
(一 ) 非 负 可 测 简单 函数 的 积分 
定义 1 设 f(z) 是 R" 上 的 非 负 可 测 简 单 函 数 , 它 在 点 集 4A.(i=1,2,…,p) 上 
取 值 6: 
f(z) = Den), Ua =R", ANA= YG (AN. 
若 EE 1, 则 定义 f(z) 在 上 的 积分 为 
/ear = Bence N a). 


这 里 积分 符号 下 的 dz 是 R*" 上 Lebesgue 测度 的 标志 . (注意 ,我 们 曾 约 定 0， co 一 
0.) 

定理 1( 积 分 的 线性 性 质 ) 设 f(z),g(z) 是 R" 上 的 非 负 可 测 简单 函数 ,7(z) 
在 点 集 4A:(i=1,2,…,p) 上 取 值 uid 一 1,2,…, 记 ),gE(Cz) 在 点 集 B,(j=1,2,*…,g) 
上 取 值 5(j=1,2,…,q),EE .NM ,我 人 有 

CD 车 C 是 非 负 常 数 , 则 |,Cf(z)dz = cj.rcmdr 


i) | .oemp+rscnaz=| /drt ez)dz. 
定理 2 若 {E} 是 R" 中 的 递增 可 测 集合 列 ,f(z) 是 R" 上 的 非 负 可 测 简单 函 
数 , 则 


J# (Cz)dz = lim|, reodr， E= U E. 


4=1 


(二 ) 非 负 可 测 函 数 的 积分 


定义 2 设 f(z) 是 ECR" 上 的 非 灸 可 测 函 数 .我 们 定义 f(z) 在 上 的 积分 
为 
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[repaz 一 ,ssp (|,h(<)dz: na) 是 Re 上 的 非 负 可 测 简单 画 数 | ， 


WE 
这 里 的 积分 可 以 是 十 co 车 | f(z)dz<oo, 则 称 /f(z) 在 EE 上 是 可 积 的 ,或 称 /(x) 
是 EE 上 的 可 积 函 数 ( 记 为 f/f€EL(E)). 


由 定义 立即 可 知 下 列 简单 事实 : 
(让 设 f(z),g (xz) 是 E 上 的 非 负 可 测 函 数 . 若 f(x) 才 g (xz) (rz€EE), 则 


[ar< ig dz. 


这 一 事实 指出 ; 设 /(z) 在 E 上 非 负 可 测 , 我 们 有 

(A) 若 存 在 EE 上 非 负 可 积 函 数 下 (z), 使 得 f(z)F(z),rEE, 则 了 (7) 在 玉 
上 可 积 . 

(B) 若 f(z) 在 E 上 有 界 , 且 m(E)<oo, 则 f(z) 在 E 上 可 积 . 

(ii) 车 f(z) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 ,A4 是 E 中 可 测 子 集 , 则 


[RE = [epxzcodr 
《ii 设 f(z) 是 上 非 负 可 测 函 数 .着 f(z) 在 已 上 几乎 处 处 等 于 零 , 则 
ceaz=oi[ 从 而 易 知 , 若 m(E)=0, 则 [f(z)dz=0. ] 


车 有 ,f(z)dz = 0, 则 f(x) 在 EE 上 几乎 处 处 等 于 零 . 


定理 3 若 /(z) 是 EE 上 的 非 负 可 积 函 数 , 则 f(z) 在 巨 上 是 几乎 处 处 有 限 的 、 
注 设 f(z),g(z) 是 E 上 非 负 可 积 函 数 , 则 


(J reoscopdz| “< (feas) (sepaz| 5 


定理 4(Beppo Levi 非 负 渐 升 列 的 积分 ) 设 有 定义 在 上 渐 升 的 非 负 可 测 函 
数列 : 
ND ED ES END EE, limfl(r)= f(r), re€E, 
则 lim| filz)dzr = | f(r)dz. 
shs 
注 设 /(z) 在 [a,5] 上 非 负 可 测 , 且 在 [a+e,6](e>>0) 上 可 积 . 若 存 在 极限 
lim 4 f(z)dr =L, 


则 f(x) 在 [a,6] 上 可 积 , 且 有 
Treo 一 工 . 


区 问 [a,6] 上 的 Lebesgue 积分 也 记 为 f(z)dz] 类 似 地 ,还 有 
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lim| f(z)dzr = Fndz， 


Ce 
Fe 

lim | f(r)dzr = | flz)dz. 

了 3 


定理 5( 积 分 的 线性 性 质 ) 设 f(z),g(z) 是 已 上 的 非 负 可 测 函 数 ,a,p 是 非 
负 常 数 , 则 


| .erceo + pep)dr= 中 ,redr+ 有 ecodz. 


定理 6 设 {f(z)}) 是 E 上 非 负 可 积 函 数 渐 降 列 , 且 有 
limfi(z) = f(z), a.e. EE, 


则 lim| fi(z)dzr = | fr)dz. 
hooE 加 
定理 7( 次 项 积分 ) 若 {fi(z)}) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 


J = 立 | .neodz 


heel 
推论 设 EEA(k=1,2,…),ENE=(i 关 让 .车 f(z) 是 E= | Eu 上 的 
kl 
非 负 可 测 函 数 , 则 


:reodz 一 | 总 flr)dr = S| f(z)dzr. 


kl 
二 
定理 8 (Fatou 引 理 ) 若 {f,(z)}) 是 E 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 则 
| limfi(x)dzr < 二 | fi(z)dz. 
se 太吉 = 


定理 9 设 fi(z)(kEN) 是 上 非 负 可 测 函 数 .车 存在 E 上 非 负 可 积 函 数 
F(z): Ai(z) 生 PCz)CzE 匹 ), 则 


王 | Cr)dz 挟 | Hm f(z)dz. 
bool a 


定理 10 设 /(z) 是 E 上 的 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 测 函 数 ,m(E)<<oo. 在 
[o,co) 上 作 如 下 划分 
0=y%<hn NW "os, 
其 中 yt 一 yx<6 (4 二 0,1,…). 若 令 
E={r€EyEfr) < (k=0,1,.), 


则 f(z) 在 巨 上 是 可 积 的 当 且 仅 当 级 数 > ,ywm(CED)<< 十 co. 此 时 有 
经 


tim Ey ia 


175 


典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问题 : 

(1) 试 作 R: 上 正 值 可 测 函 数 f(z), 它 在 任 一 区 间 上 都 不 可 积 . 

(2) 设 f(z),g(z) 是 ECR" 上 的 非 负 可 测 函数 . 若 f(z)==g(zx)， 
a.e. zeE 巨 , 试 证 明 | rodz=| ecodr 

(3) 设 f1(z),…,fa(z) 是 上 非 负 可 积 函 数 , 试 证 明 


QD F(z)=[ 可 [fi(z) 了 在 E 上 可 积 ; 
(ii) G(z)= >， Ci(z)fi(z))Y 在 EE 上 可 积 . 
1<ik<m 


(4) 试问 f(z)=[1 十 (1 十 z)e“]/(1 十 x?) 在 [0,co) 上 可 积 吗 ? 
(5) 设 f(z) 是 ECR" 上 几乎 处 处 大 于 零 的 可 测 函 数 , 且 满 足 
redz=o, 试 证 明 m(E)=0. 


解 (1) 令 Q={r,), 且 作 


0， lzl>1, ee 
0， lz| = 0， f(z) = D2 "gz — 17), 
n=l 
则 有 h(z) 过 十 osa.e.zER!,f(z) 满 足 要 求 . 
(2) 令 El={r€EE; f(z)#g(z)},E,=E\Bi,m(E!)=0. 我 们 有 


zx, 0<|z|<1l, h(z)= D2 elr sy 
g(7)= 


J Hzdz= | fxs) + Xs, (zdz 
E E 
= | redz+| .reodz 
三 E, 


am ecodz 十 .ecodz 一 ecoar 
(3) (i) 注意 不 等 式 
F(T mfi TD 十 mfx + + mfo x) 


Vm fr) + fz) 十 … 十 万 (z)). 
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(ii GDE >，[A(z) 十 六 (z)]/2. 
1<ik<m 
(4) 注意 到 (1 十 z)e “>0(zx 一 十 0), 故 存在 和 >0, 使 得 


0<fOD SCF) (GX). 
而 F(z) 在 [0,co) 上 非 负 可 积 , 因 此 f(x) 在 [0,co) 上 可 积 . 
(5) 反 证 法 . 假定 m(E) 之 0, 则 存在 FCE;: mm(F)> 之 5o>0, 以 及 
EN: f(z) 之 1/ko(zE FF); 从 而 知 


0= faz > [fdr > 


这 导致 矛盾 ,证 毕 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 诱 (z) 是 Elm(E)<oo) 上 非 负 可 积 函 数 , 则 用 (x) 在 E 上 
可 积 . 

(2) 设 f(z) 在 [0,o) 上 非 负 可 积 ,f(0)=0 且 户 (0) 存 在 , 则 存在 
积分 


| f(z) a 
[oveo) 


T 

(3) 车 1,E,,…,E, 是 [0,1] 中 的 可 测 集 ,[0,1] 中 每 一 点 至 少 属 
于 上 述 集合 中 的 个 (kn), 则 在 E1,Es，,… ,EE 中 必 有 一 个 点 集 的 测 
度 大 于 或 等 于 &/n. 

(4) 设 f(z) 在 Ri 上 可 测 ,p: (0,o0)>(a,coo)(a>>0) 且 是 递增 函 
数 , 则 

mdze R's If2)| 20) < Ao] dz. 

证 明 《1) 注意 ,在 4= {zeE 巨 : f(z)<1) 上 下 (z) 可 积 ,在 E\A 
上 有 f(x) fi(z). 

(2) 因为 我 们 有 lim f(z)/z= lim [f(z) 一 f(0)]/(z—0) 
刀 (0), 所 以 对 任 给 es>>0, 存 在 9 之 0, 使 得 

Of(r)/r<f 0) +e (0<z<<0). 

由 此 知 f(zx)/z 在 [0,6] 上 可 积 , 且 从 不 等 式 


+% C2) 工作 ” 
|, 9 drz< 诗 |, f(z)dzr <+ oo, 
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可 知 f(z)/z 在 [6,co) 上 可 积 ,证 毕 . 
(3) 因为 当 xE [0,1]J 时 ,有 


Dxs lz) >&, 
所 以 


i=l 


若 每 一 个 m(Ei) 皆 小 于 /nr, 则 


DmlE)= 3 ecodz = [Ds 之 


Bam) < 和 nn 二 上 . 
这 与 前 式 矛 盾 , 故 存在 i, 使 得 m(EE,) 之 &/n. 
(4) 注意 不 等 式 
jn dz] Hf C2) 1dz. 


rER!, 17(z)1>a) 


>| adr =am({z € R': |f(z)| 之 a}). 
{zx€R!, 1/(z)|>a) 


例 3 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 与 g(z) 是 ECR' 上 非 负 可 测 函 数 , 且 m(E)=1. 若 有 
f(z)g(z)>1,7EE, 则 


(reoaz| (ceoaz| 过 1. 
(2) 设 f(z) 是 R! 上 非 负 可 积 函 数 , 令 
F(z) =| fd rER. 
(一 cc 如 
车 PELRD, 则 | ,f(z)dz=0. 


(3) 设 f(z) 是 [0,1] 上 非 负 递增 函数 , 则 对 [0,1j 中 的 可 测 集 EE: 
m(E)=e, 有 


[reouz < | reodr 
证 明 (1) 不 妨 设 f(z),g(z) 在 EE 上 可 积 ,我 们 有 
(eeodz| "| ecoazl pe | MVf(r)g(r)dr ml(E) = 1. 
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由 此 即 得 所 证 . 
(2) 注意 , 非 负 函数 (x) 随 z 增 大 而 递增 , 且 有 


lim F(z) 一 [i (zx)dz. 
由 此 可 知 , 若 极 限 Jim_F(z) 天 0, 则 F(z) 在 Ri 上 不 可 积 , 证 毕 . 


(3) 令 E=ENM[0,e],E:.=[0,e]\E;E;=EN[e,1], 则 EUE,= 
[0,e], EUE;=E,m(E,)=m(E:). 我 们 有 


[roadrz 一 | f(z)dr++ | fr)dr 
0 5 E, 
< | fdr + Fe mE) = | fdr + [fedz 
El 已 6 


< J, fndr 十 上 yepdz 一 | reoadr. 


例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 {(A(z)} 是 已 上 可 测 函 数列 , 且 
limfi(z) = f(x), a.e. 7EE. 


车 有 世上 非 负 可 积 函 数 g(z) ,使 | 有 (zx)|<g(z) (4=1,2,…), 则 对 任 
给 e>>0, 有 
lim m| U {z€ E: |fi(z) —f(2)|>e)) =0. 


i 


(2) 设 /(z) 是 [ab] 上 的 正 值 可 积 函数 , 令 0<g<b 一 a, 记 
T={EC[a,b]: m(E)>q}), 则 


inf {| f(z)dz)> 0. 

下 Er E 

(3) 设 f(z) 在 [0,1] 上 非 负 可 测 , 且 有 
[reodz =4 (n=1,2,), 


则 存在 [0,1] 中 的 可 测 集 已 ,使 得 FCz) 一 XeCz),a.e.zE[0,1]， 
(4) 设 fEL(E) 目 f(z)>0 (zEE), 则 


lim| [FGz)]dz = mCE). 
kr>oojE 


证 明 (1) 按 第 三 章 $ 3. 2 中 的 引 理 观 之 ,本 命题 的 区 别 在 于 没 
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有 条 件 m(E)<< 十 co ,使 得 从 m( limE.(e)) 一 0 推出 m| Um) =0 


缺乏 根据 (Ei(e) 二 {rEE: |fi(z) 一 f(z)|>>e)). 但 从 条 件 |fi(z)| 志 
8(T)(kEN) 以 及 g(x) 的 可 积 性 ,可 知 对 一 切 kEN, 有 
{TE E: |fi(x)— f(z)|> eC {rE€EE: g(r)>e/2), 
| g(rz)dr <| g(x)dz <+ ce. 
{xz€EE: g(r)>e/2} £ 


从 而 得 到 
可 UB) <mlz € E: g(r) > 6/2)) 


<2| g(z)dz < 十 co， 
{xz€E: g(xz)>e/2} 
这 就 解决 了 上 述 困难 . 证 毕 . 
(2) 反 证 法 . 假定 inf {| f(z)dz) 一 0, 则 对 任意 的 4E N ,存在 E， 


UE 
1 k=n 


a 


CEas6 m(E)>>q, 使 得 | f(z)dr<1/2(kEN). 令 5S= 
易 知 m(S) 之 q. 
fa 四 fr (Xs(z)dr < fx (z)dz 
a a E; 


< > f(z)dr< 了 十 = pe CO € N). 


由 此 又 得 ( 令 n->oo)| f(z)dz 一 0, 即 知 f(z) 一 0,a.e. xzE 5. 这 与 题 设 
矛盾 ,证 毕 . 
(3) Gi) 因为 对 任意 的 上 EN, 有 


圳 {ze [oa; fez) >1+ 了 +d 


<| Far =4 (EN), 
0 


所 以 必 有 m({zE€E[50,1]: f(z) 之 1 十 1/4)) 二 0(EEN). 由 此 知 m({x€ 
[0,1]: jz)>1)=0, 即 FCz) 生 1l,ae.zE[o,1]. 从 而 又 有 
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1， jz) 一 1， pe yy 
0 fcr) 21. 人 E={z€E[L0,1]: f(z)==1}, 从 而 知 


1 1 1 
m(E) 一 zcoadz 一 | limf"(z)dz = lim| f(z)dz bo 
即 得 所 证 . 
注 ”上述 命题 中 ,车 f(z) 不 是 非 负 函数 , 则 结论 改 为 (zx)= 
Xe(Cz),a.e.zE[0,1]. 这 只 需 注意 公式 


1 1 
| [f(z)Jdzr = | f(z)dr=A (n=1,2,.). 
0 0 
(4) 令 包 ={zEE: f(z) 过 1), 则 
lim| f(r)dz = lim | PCz)dz 十 lim| PCz)dz 
ooj E tc to) Pei 


lim 产 (z) 一 | 


= | limfY*(z)dz 十 | limf’*(z)dzr 
2 和 

=| 14z+| ldz = m(E). 
nm | 


例 5 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 f(z) 是 [a,5bJ 上 的 正 值 可 积 函 数 ，{E,} 是 [a,5] 中 的 可 测 子 
集 列 . 若 有 


名 | Acedz 一 0， 
则 m(E,)—>0 (n>o0). 
(2) 设 {E.}C[L0,1] 是 可 测 集 列 .车 m| mE,] 一 0, 则 对 任 给 的 e> 
0, 存 在 [0,1] 中 可 测 子 集 4, 使 得 m([0,1]\A)<e, 且 有 
SimcA NE.) < 十 %. 


n=1 


(3) 设 {f4(z)) 是 EE 上 非 负 可 积 函 数列 .车 lim| fiz)dz = 0, 则 
lim| [1 — eldz = 0. 

证 明 (1) 反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 则 存在 @>>0, 以 及 {E,): 

mm(Ew)>>%>0. 从 而 根据 前 面 的 例题 可 知 jaf{ f(z)dz) >0. 但 这 
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与 题 设 矛盾 ,证 毕 . 
(2) 依 题 设 知 ,存在 ZCL0,1]: m(2Z)==0, 对 xzE[0,1j\Z,z 只 属 


于 {EE,) 中 有 限 个 , 故 有 Ys (z)< 十 co,ase zE[0,1]. 从 而 对 任 给 。 
>>0, 存 在 AC[0,1] 以 及 M>0, 使 得 
m([0INM) <e, SSM (en. 
因此 我 们 有 
SmcaAN E) = [3 <M. 


n=l 
注 结论 不 能 改 为 Dym(E,) 过 二 oo. 
n=1 


(3) 由 公式 1 一 ei:(0<t<o0) 可 知 1 一 ef,(z). 
例 6 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 ec([fo,co))mZE([o,ce)), 且 是 正 值 递 减 函数 , 则 


1 十 oo 
im zs|. f(s)ds=0 


当 且 仅 当 对 t>>0 有 (z+)/f(z)*0 (z 一 十 co). 
(2) 设 .FGz),g(Cz) 是 [0,co) 上 正 值 可 测 函 数 , 且 对 任意 的 a>>0， 
fEL([0,a]),g€ L([0,a]). 车 有 


AE: 一 十 co， | scodz < 十 co， 
则 存在 充分 大 的 值 ~, 使 得 对 满足 0<s<r 的 s, 均 有 
[faz > [gaz. 


证 明 (1) 必要 性 对 zx<s<z+t, 有 


二 区 
0< Te < f(s)ds/tf (zx). 


充分 性 ”对 之 0, 取 0<6<1,6/(1 一 6)<e, 存 在 M>>0, 使 得 
f(z+6)SHf(z) (zx>M). 由 于 对 x>>M， 


A 4 十 oo i 二 全 十 oo 
F(z) 十 ij GDds = res Jo)ds 十 [ fu + du 
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和 十 有 
过 Rs f(s)ds + SF(z)， 


GO)PCDs| f/f <2. 
(2) 反 证 法 .假定 存在 M0, 使 得 对 r 宇 M, 存 在 S.: 0<S,<r, 有 
六 seoaz 这 六 reoaz 
但 由 题 设 知 ,存在 N: N>M, 使 得 
| findz > 2 ea)dz. 
易 知 {(r 一 S.,r 十 S$,)} 是 CLM,N] 的 一 个 覆盖 , 故 存在 有 限 覆盖 : I= 
(raySn) (k=1,2,… ,7). 令 J= Un( 使 J 中 点 至 多 属于 I 中 的 两 
个 ), 因 此 的 


二 可 1 
?| scodz>> 引 ecodz>> 2 zerodz 


‘ N 
> P| Aceodz > | reodz > | /sdz, 


矛盾 , 

例 7 试 证 明 下 列 命题 ， 

(1) 设 (有 E} 是 R" 中 递增 可 测 集 列 , 且 Ei 一 E(k 一 o0). 若 f(z) 是 EE 
上 非 负 可 测 函 数 , 则 


| Cr)dz 一 im| fz)dz. 
E co E, 


(2) 设 0< 有 i(z)<fi(z) 志 … 人 f(z) 二 (xEE). 若 fi(z) 在 EE 
上 依 测 度 收敛 于 f(z), 则 


lim| fi(z)dz = | fz)dz. 
hoo E E 


(3) 设 f(z) 是 E 上 非 负 可 积 函 数 , 则 对 任 给 s>0, 存 在 N 二 0, 使 
得 


[fxres, fn>N(Cz)dz < e. 
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(4) 设 万 (z)(=1,2,…) 是 R* 上 非 负 可 积 函数 列 , 若 对 任 一 可 测 
集 ECR", 都 有 


| PCz)dz <| fin(z)dr (ko1,2,.), 
E 
则 
lim| f(r)dzr =| limfi(z)dz. 
kJE Ek*oo 


证 明 (1) 注意 到 f(z)Xs,(z) 和 f(z)， Xs,,(z)(zER"), 我 们 有 
(Beppo Levi 定理 ) 


ij fdr = lim| fxs, Crd 


= | .Ac * limxs, (2)dz = faxedz = | fdz. 
Ra" ho R E 


(2) 由 题 设 知 ,存在 {&,) ,使 得 limfi (7)= f(z) ,a. e.XE€E. 由 此 
又 知 (zr) 一 f(z),a.e.xEE. 从 而 结论 成 立 . 

《3) 注意 f(x)Xiseg, jw>m (7) 之 f(x) Xes, nswty (7) (rEE). 

(4) 依 题 设 知 | [wz) 一 fi(z)Jdz 之 0, 注 意 到 这 是 对 任 一 可 测 
集 忆 都 成 立 的 , 故 必 有 

fin(z) — filz)0, fin(r) fz), a.e.r€ER'". 
由 此 知 结论 成 立 . 

例 8 试 证 明 下 列 命题 : 

GD) limn(z 一 1) 一 Inz (<z<+%). 

CD) ia 由 + 三 | erdz=] edz. 

(3) 设 f(z) 在 Ri 上 非 负 可 积 , 且 有 

| ziveodzs1 weN. 


车 令 I=( 一 oo, 一 1]U[l,0), 则 f(z)=0,a.e. zxE€EIl. 
证 明 (1) 令 户 (O)=4a (<t<z), 则 对 zzEN， 


[ha =a(zm DD, ff Li 
1 
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注意 到 /1(2) =1,/,Q) 之 0(nEN) ,我 们 有 
limn(zim — 1) = im| 六 ood =| “limf.( de 
im pn i 


= Td = Ine (1 =z<+ co). 
1 


(2) 令 f(z)=(1+z/n)"e -Xion(z) EN), 则 
limf,(z) =e™, f(D) Sfinlz) (rEN). 
由 此 即 知 


lim 0 三 | eedz = lim 


neo 


(3) 反 证 法 . 假定 存在 EC7T: mm( 忆 ) 一 9 之 0, 使 得 f(z) 天 0CzxE 
五 ), 不 妨 设 1EE, 我 们 有 
lzl"fGz) < zz) (n€N), 
limlzl"7Gz) 一 十 co aezE 瑟 ， 


+oo 十 四 
f(z)dr = | edzr =1. 
0 0 


n no 


lim| zl"f ddz = 必 lim|zl"/f (x)dz 一 十 co， 
这 与 题 设 矛盾 ,证 毕 . 
例 9 试 求 下 列 积分 之 值 : 
.了 一 二 2 
(GD -| de (2) = 几 汪 | di 


+ 1 Su 
(3) =| de (4) 1:=| O04a, 
0 en 0 


解 (1) 注意 到 z" /CI+z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 有 
Ei) = 2 十 …) 


= tt 


k=0 
以 及 (1 一 z"”)z” “之 0 (0<z<1), 故 得 ( 逐 项 积分 ) 
fl 2 < 1 1 
1=B) 0 )z CD ee | 
1 | Mk 


t 


m m+n m+2n m+an 
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(2) 注意 到 1/0 一 z)? 一 nz"!(0<z<1), 且 有 
a=1 


[2ndr = 2 (n €N), 
0 


n 


2 We = bE “i(lnz)’dzr 


Sn 2 认 3) C :3 1 2 亚 ne 


"=1 "1 7 % 6 3 
-= 

一 :一 Size-“, 且 有 
—e™ 


Fs n=1 
[三 az = 到 et (1 pa jf edz 一 a 
故 得 T=x?/6. 


(4) 注意 到 In(1 一 +)= 一 (zx 十 7z?/2 十 十 z/n 二 …)( 一 1 才 z+ 过 
1), 以 及 


el a ee x 
| 有 2 和 = "dz = Ss 


3 ， 
ee n 6 


我 们 有 7 一 一 /6， 
(5) 注意 到 ln H)- 袜 六 下 (1<z<1)， 故 


本 
1 332i > 


n=1 


rz” 
一 1 
ks 1 es oc 1 2 x 
=22), id 4 
例 10 试 证 明 下 列 命题 : 


(GD) f(z) 一 了 nz"(a<0) 在 [0,1] 上 可 积 . 


(2) BC—D" /n=In2. 


n=1 


(3) zx'e ee(ao> 一 1,8>>0) 在 (0,cc) 上 可 积 . 


和 
CO | SD ee>. 


n=1 
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< 1 
(5) | 局 二 一 十 
(6) 设 trJC[o,1]mQ, 且 令 f(z)= B41z 一 mel, 则 f(z)< 


十 coya.e.zE[0,1]. 
证 明 (1) 因为 我 们 有 


redz = | zdz = rr 
所 以 得 到 
! Cf! 二 Sn 
reodz= Zr i 
(2) 因为 我 们 有 《Taylor ee 


Bin(1t2)= 0nd + x) 一 nd ~ 2)] 
bo n+1 之 
= mri (<z 和 0， 


所 以 得 到 


1 十 S 
| 四 (+ tz)ar = > Ei - 训 《2n 十 Dt: 
上 式 左 端 =2ln2; 对 于 右 端 ,可 知 


C 1 _ 鼠 (|_1 1 
之 TD GT > 5 


二 1 一 二 二 圭一 二 二 … 二 二 Fn 
2 ye 名 
令 mco, 即 得 所 证 . 


(3) 因为 我 们 有 
zz) 
es -己任 > 全 (n € N), 
所 以 e-* 过 nlz-"/Pr CEN). 作 分 解 
= ze Xv(z) + ze Xo (7T) Efi(z) + falz), 
则 当 a> 一 1 时 ,及 (x) 在 [0,1) 上 非 负 可 积 ; 对 于 f(z), 有 f(x) 过 


晕 x Xn)， 取 nn 使 得 a 一 4 过 一 1, 则 知 f(x) 在 [1,co) 上 非 负 可 


re 
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注 “ 由 本 题 可 知 ,zrie-*(t 之 0) 在 [0,co) 上 非 负 可 积 , 且 记 为 


人 称 为 伽 玛 函数 . 


zx! 


(4) 注意 
函数 逐 项 积分 定理 ,可 得 


[ed r= 


oe—1 fi 


a 2 全 二 FoOY (a> 1). 


n=1 


De -er=(z>0), 根 据 非 负 可 测 


(5) 注意 到 二 之 | ”二 嵌 志 ,我 们 有 
th = fr+o dd 
DD | 


m= 1 


> 小 = 人 (六 天 了 je 


1 ml 


十 oo | pt 
-| | 二 


(6) 注意 到 站 em-edz=2CVm+VI-FD, 我 人 有 


jdz> “ 坚 =+ oo. 


| fendr = D2 MT + MI 4D < 十 co， 
k=1 4=1 


注 f(z) 无 处 连续 , 且 在 任 一 小 区 间 上 均 无 界 . 
例 11 试 证 明 下 列 命题 : 


上 设 0<s<1 (二 1,2,…), 试 证 明 级 数 ye 收敛 的 充分 必要 
条 件 是 ; 对 任意 的 EE, C [0,1]Cn(E) 二 ln 一 1,2,…))， 必 有 
六 和 az) <+ co，aere [0,1]. 
(2) 设 记忆 5 m(E,) 宇 60(nEN),{a,) 是 数列 . 车 f(z)= 
b> [nls, (0) <+ oe 2E La], 则 DD lanl<+ 
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(3) 设 F(z) 在 (一 co,co) 上 非 负 可 测 . 若 玉 (z) 一 立 f(z 十 n) 在 


(一 00,00) 上 可 积 , 则 f(x)==0,a.e. XER'. 
证 明 (1) 必要 性 ”只 需 注意 公式 


| x (xz)dzrt 一 并 | xcodz 运 Se <+o. 
| 一 | 


Wa 


充分 性 反 证 法 . 假定 局 e 一 十 =, 则 存在 (nu) ,使 得 >> 
1(k € N). 在 [0,1] 中 作 子 区 间 ; ty 
Entis Est Es,,s Us = [0,1]; 
m(E)=6, mt+1l<i<mn, k=1,2,. 
易 知 , SYxs (2) + (0<x<1). 蔬 盾 . 


(2) 令 Ai={r€E[a,b): f(z)>R) REN), 则 mA O000). 
取 充分 大 ,使 得 对 nEN 均 有 
m(E, MN AL) <6/2, m(E,\A,) > 6/2. 


从 而 当 zE [a,6]MAw 时 ,就 有 |as xs.(z)<h， 
lo < Plaslm(E Ms) 
n=l a=1 


= ,, Dll dr < hts 0). 
[DN ” 


n=1 


(3) 由 题 设 知 ,级 数 >，F(z 十 由 在 (一 ,co) 上 几乎 处 处 收敛 . 故 


对 任 给 e>0, 存 在 N, 当 n 宇 N 或 n 过 一 N 时 ,有 f(z 土 n)<<e. 现 在 假 
定 对 区 间 [a,6b], 其 结论 不 真 , 则 有 so 之 0,60, 使 得 m({xE [a,b]: 
f(x) 之 60})==6 之 0. 为 此 ,我 们 取 e: eeoy 则 当 a 二 x 十 nb 即 a 一 n 志 
zx 志 b 一 n 且 n 之 NN 时 ,有 f(z) 过 e<eo. 注意 到 nn 之 时 此 种 点 集 是 可 数 
集 , 故 必 有 一 正 测度 集 移入 [a,5j. 矛盾 . 

例 12 解答 下 列 问题 : 

(1) 试 举例 说 明 Fatou 引 理 中 的 不 等 号 是 可 以 成 立 的 . 
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(2) 设 广 (z)CzEN) 是 下 上 非 负 可 测 函 数 . 若 lim 产 (z) 一 A(z)， 
a.e.zE 五 , 且 sup (fz)<+o0, 则 f(z) 在 EE 上 可 积 . 
(3) 设 0<f,EC([0,1]))(n€EN), 生 limf.(z)=0(n>o0,0<7< 


1). 车 存在 M 之 0, 使 得 
feaz| <M EN), 


试问 是 否 成 立 lim| 六 edz=os 
解 (1) 在 [0,1] 上 作 非 负 可 测 函 数列 ， 


0， 工 一 0， 
二 
ee en | SA A Ae ee 
0， 十 YE1 
n 
显然 ,limf,(z)=0 (zE[0,1]), 因 此 我 们 有 
| limf.(z)dr = 0=1= lim| f(x)dz. 
[ol] wo moo, [0.1] 
(2) 只 需 注 意 不 等 式 ( 根 据 Fatou 引 理 ) 
| f(z)dz = | limf.(z)dzr < lim| f(z) < 十 co， 
E En~oo n>o0JE 


(3) 看 (1) 中 例 . 
例 13 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 正 值 可 测 函 数 , {E,} 己 50,1] 是 可 测 点 集 
列 .着 有 lim|, f(z)dz =0, 则 m[ im 局 | =0. 
(2) 设 {fi(z)}) 是 E 上 非 负 可 测 函 数列 . 若 有 
limfilz) = f(x), f(z)Sfz) (rE Ek=1,2,.), 
则 对 EE 中 任 一 可 测 子 集 e, 有 
lim| hndze = | f(r)dz. 
(3) 设 f(z) 是 ECR” 上 非 负 可 测 函 数 . 若 存在 ECE,m(E\E) 
<1/hCkEN), 使 得 极限 lim|， f(z)dz 存 在 , 则 f(z) 在 E 上 可 积 . 
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Xe Cr) 
(9 设 EC(0,D: m(E)>AGEN), 令 f(z)= (0<z 


i=1 
去 1), 则 存在 4C(0,1): mm(4) 之 0, 使 得 
lmf,(z) A f(r) > (re€ a4). 
证 明 (1) 根据 Fatou 引 理 ,可 知 
0 =lim[ flz)dn = limf fe) (z)dz 
下 -con E, n>o0oj0 志 
1 1 
>| rer limxs (z)dz = il f(z)X sm s (z)dz. 
2 5 
注意 到 /(z)>>0(0<z<1), 故 m(limE,)=0. 
(2) (i) 因为 由 题 设 可 知 人 epodzs| for)az,i 
王 | f(z)dzr < | f(z)dz. 
(ii) 另 一 方面 ,我 们 又 有 
| f(z)dzr = | limf,(z)dz < lim | fz)dz. 


即 得 所 证 . 
(3) 由 题 设 知 m(E\Ey)<<1/2', 由 此 又 得 m(lim(E\Ez))=0. 从 
而 我 们 有 


| redz 一 | Areeyxecodz 
= [ /0) ag) 十 如 Cn)dz 
= | fC) lim ag, C2) + Xs 2))dz 
和 | Lenp Hixes, (7) + f(x) limxs, (7) Jdz 
= |/ rs 2)de 十 | ro limxs, (2)dz 


< 0 + lm| f(s, (0)dz = lim| fdzr <+ = 
和 JR foo) E, 
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(4) 反 证 法 . 假定 f(x) 过 4,a. e. zE (0,1), 则 由 [codz= 
mCED/n 之 4 可 知 
i=1 


1 :EY = 
4> | f(z)dz = | jnf.(z)dz > 可 | 六 (上 三 元 
sa ] 


这 导致 矛盾 ,证 毕 . 

例 14 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 f(z) 是 [a,5] 上 非 负 实 值 可 测 函 数 , 则 *(z) 在 [a,5] 上 可 
积 当 且 仅 当 


Fa mz € Lasb]: f(D 0)) < 二 ec. 
(2) 设 /Ce) 在 [av 所 上 非 负 可 测 , 则 户 (z) 在 [4,6J 上 可 积 当 且 仅 
当 
Sn *m({z € [a,b]: f(x) nn}) 天 十 co. 
证 明 0) GD 首先 ,车 户 (z) 在 [aw6] 上 可 积 , 则 易 知 Cz) 在 


[a,b] 上 可 积 . 若 令 
E,= {rz€ [a,b):n<f(r) <nt+1}, n€N, 


则 凯 琴 =4 一 a, 且 有 
> "“m(E,)< BJ/ a 一 [fae 


< Dt Dm(E) = Dam(Es) + (6 — a); 


n=0 


Ding)< >|,f nar < So + Dim(E,) 


n=0 n=0 


= Prim(E) + 2 Dam(E,) + (b— a). 
人 


n=0 


这 就 是 说 , 户 (z) 在 [a,bj 上 可 积 当 且 仅 当 
DnmlE) <+ co， DnmlE,) < 十 co. 


(ii) 注意 到 等 式 
192 


$2 me + BEE,) 


co 


e+ Dp,) — pb “mlE,) 


n=1 k=1 


my it 


once - Be: m({z € [a,b]: fz) >}), 
即 得 所 证 . 
(2) 令 已 ={zE[a,b]: nf(z)<nt+1}(nEN), 则 


(GD >)m， mE | /codz< > “m(E,)+(b—a), 
a na=0 


ao 


Drm ey fF dD rt mE,) 


= Sx “mm(E, ) 2 “ m(E,)+ (h—a). 


GD Zr “mE, )<| fdr Do +3n?+3n+ Dm(E,) 


n=0 


= . m(E,) +3 Dn CE) 


n=l n=1 


+3Zn “ m(E,)+ (6—a). 
从 而 即 得 : 及 (xz) 在 [a,b] 上 可 积 当 且 仅 当 > *m(E,)<+oo. 
Ciii) 因为 已 刀 一 [n(n 1D Can+1)]/6 一 贡 /s 二 /2+n/6, 所 以 
43 “m(En) 十 1 “m(E,) 十 i> “m(E,) 


| Br) )= DBs, )] 


n=1 


= Dk m({r € [a,b]: f(z) >&)). 
大 一 


由 此 即 得 所 证 . 
例 15 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 f(z) 是 1=[0,1J 上 的 非 负 可 测 函 数 . 则 f(x) 在 T 上 可 积 
的 充分 必要 条 件 是 : 


D2mz EL, fx) 2)) <+ om. 
名 


(2) 设 f(z) 是 1=[0,00) 上 非 负 有 界 可 测 函 数 . 则 f(z) 在 T 上 可 
积 的 充分 必要 条 件 是 : 
3) ml (ze 1 fo >))<+ ~. 

(3) 设 f(z) 是 上 正 值 可 测 函 数 ,a>1, 则 a 在 上 可 积 的 充 
分 必要 条 件 是 : Se “m({zEE: f(r)>n)). 

证 明 (DS Elzel 2" 和 (Crz)<2 71) (na 一 0,1,2，), 以 及 


,={zET; A(z) 过 2")，, 易 知已 = 应 \ 六 ,On 一 0,1,2,…), 又 不 妨 假定 


n=0 


f(z) 是 实 值 函 数 , 且 记 e={xEI: f(x)<<1}, 则 1=eU UE. 


充分 性 假定 32" ， mB )<+o0, 则 2+ “mMm(E4i)<+o0. 


n=0 


n=0 


由 此 知 了 2Gm( 必 一 mH( 玉 40)) 一 32"Tim(E,) 过 十 co. 因为 


Ew _ ntl 
[nl RA AD m(E,), 
n=0 


所 以 f(z) 在 T 上 可 积 ( 易 知 f(x) 在 e 上 必 可 积 ). 
必要 性 ”假定 f(z) 在 T 上 可 积 , 则 


+c>| reodz>| 0 2 Drar 
n=0 


> 22 mE)= +2 2 mE) +m(Eo) 
n=1 


n=0 
=m(ED)+ D2 * mE,). 
天 一 个 


(2) 证 略 . 
(3) 令 ={zEE: f(z) 之 n}, 我 们 有 
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dm(B_ NE) < | ,ds Cee mE i\E,), 
NE 


Ba! mlE, NE <| a mdzr < Yo + m(E, i\E,). 
n= E n=l 


再 对 不 等 式 两 端的 级 数 应 用 Abel 求 和 法 即 可 证 得 . 
例 16 设 u(x)=1(x<e),u(z)=Inr(z>e). 
(1) 设 f(z),g(z) 在 Ri! 上 正 值 可 测 , 且 有 


uf euLf Ce) Ide < 十 co， 
g(r)dr 
| u[Lg(z)] TP 
试 证 明 乘 积 f， g€L(R'). 
(2) 设 {g,(z)} 是 R' 上 正 值 可 测 函 数列 ,f(x) 同 (1). 车 


Cd 
ij 生生 和 一 0, 试 证 明 


mo 


lim| f(z)gn(z)dzr = 0. 
noo Ri 


证 明 (1) 只 需 指 出 
XZy<2ru(r)+y /uly) (rz,y>0). (*) 
因为 若 zx 委 y/w(y), 则 zyy/uly), 所 以 上 式 成 立 ;反之 ,如 果 有 > 
y/uly), 那 么 在 y<e 时 有 yx, 故 得 zy 二 T? 志 xz?u(x), 上 式 也 成 立 ， 
而 在 >>e 时 , 易 知 Vy 过 (2/e)(y/Iny)<2z/e<z. 由 此 知 iny<2Inzx， 
且 我 们 有 
zy < rlny < 2rInr < 2z?x(z)， 

(2) 对 0<r<1, 在 (*) 式 中 以 rf(z) 代 替 xz, 以 g,(z) 代 替 y, 并 注 

意 u[rf(z)]<u[Lf(z)], 并 对 代 后 (x*) 式 作 积分 ,我 们 有 
gi(7T)dz 

m ulg.(7)]” 


| f(t gz)dz < z| fz)uL fz) 1dz + 加 | 
1 ml r 


In| f(r) g(x)dr < zr| fr Cr)u[f Cr) dzx. 
no0R R 
再 令 /0, 即 得 所 证 . 
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§ 4.2 一 般 可 测 函 数 的 积分 


基本 内 容 
定义 设 f(z) 是 ECR" 上 的 可 测 函 数 . 若 积分 
[epodz，| reodz 
E E 
中 至 少 有 一 个 是 有 限 值 , 则 称 
[far = .reodz- far 

为 f(z) 在 EE 上 的 积分 ; 当 上 式 右 端 两 个 积分 值 皆 为 有 限时 , 则 称 f(z) 在 EE 上 是 
可 积 的 ,或 称 f(z) 是 EE 上 的 可 积 函 数 .在 EE 上 可 积 的 函数 的 全 体 记 为 L(E). 通常 
把 [a,5] 上 的 Lebesgue 积分 记 为 fenar. 

由 于 等 式 

ve ldz = fa + [A (Cz)dz 


成 立 , 故 知 在 f(x) 可 测 的 条 件 下 ,f(z) 的 可 积 性 与 1f(z)| 的 可 积 性 是 等 价 的 , 且 
有 


| [reoaz | < .eoldz 

由 定义 立即 可 知 下 述 简单 性 质 : 

(GD 车 m(E)<< 十 oo,f(z) 是 上 有 界 可 测 函 数 , 则 /ELCE); 

(ii) 车 /EL(E), 则 f(z) 在 E 上 是 几乎 处 处 有 限 的 ， 

(ii) 着 EEH, 且 f(z)=0, a.e. xzEE, 则 ff ‘war=0; 

(iv) 若 f(z) 是 E 上 的 可 测 函 数 ,gE€L(E) 且 |f(zx)|<g(z),z€E Elg(z) 称 为 
f(z) 的 控制 函数 ), 则 f€L(E); 

(v) 若 /EL(CE), 则 对 任 给 e>>0, 存 在 NN, 使 得 


| oldr<e, lim| fn ldz = 0. 
{r€E, |z|2N) Ney (zr€E, lzl>N} 


定理 1( 积 分 的 线性 性 质 ) 若 f,gEL(E),CER', 则 
GD .creodz=cf roar 


Oi) Ee dz)+gCz))dz=| /cz)dz 二 | scr)dz. 
关于 函数 的 乘积 我 们 有 : 若 fEL(E),g(z) 是 巨 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 矿 , g 
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EZ(E). 这 是 因为 我 们 有 
lf(z) gE f(z) “supleCz)}, rE€EE. 
从 上 述 性 质 可 知 , 若 /EL(E), 且 f(x)=g(z), a.e. rEE, 则 
[fdr = [ecoadr 

因此 ,改变 一 个 函数 在 零 测 集 上 的 值 , 不 会 影响 该 函数 的 可 积 性 与 积分 值 . 

定理 2 Jensen 不 等 式 ) 设 w(z) 是 ECR' 上 正 值 可 测 函 数 , 且 | ecodz= 
1;9Cz) 是 区 间 7=[a,5] 上 的 (下 ) 凸 函数 ;f(z) 在 E 上 可 测 , 且 信和 域 R( 有 C71, 若 
fwEL(E), 则 

| [epwcoadz| < Tc Cz)]uw(z)dz. 
定理 3( 积 分 对 定义 域 的 可 数 可 加 性 ) 设 EEAH (k=1,2,…) ,ENnE=Z 


(G 尖 站 ,车 f(Cz) 在 巨 = | 上 已 上 可 积 , 则 
bd 
[far = Baf dr. 
定理 4 (积分 的 绝对 连续 性 ) 若 /EL(E), 则 对 任 给 的 e>0, 存 在 6>0, 使 
得 当 巨 中 子 集 e 的 测度 四 (e)<6 时 ,有 
| fear | <| lf(z)ldr < e. 
定理 5 (积分 变量 的 平移 变换 ) 若 /EL(R"), 则 对 任意 的 ye R", f(z 十 yo) 
EL(R"), 且 有 
ef + yodz = | red 
注 1 设 ICR' 是 区 间 ,f€L(1),a 关 0, 记 J={z/a: 7€1}),g(z)=f (az) 
(zED, 则 gEL(D, 且 有 f(z)dz=lal| g(xydz. 
注 2 对 /EL(R"),a€ER' 一 (0), 则 


ES 
| Far)dr 一 er A 


典型 例题 精 解 


例 1 解答 下 列 问题 : 

(1) 设 有 定义 在 E=[0,1]X[0,1J 上 的 二 元 函数 : 

f(z1y) = 1” "7 为 无 理 数 ， 
2， 工 ，y 为 有 理 数 . 
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试 求 积分 | f(z,y)dzdy 之 值 . 
、 二 sinz， cos 工 是 有 理 数 ， 

C2) 设 有 函数 (z) = | o 是 天 再 数 " 试 求 积分 
民 f(z)dz 之 值 . 

(3) 设 fECC[0,1]),f(0)=0 且 存 在 户 (0), 试 证 明 g(z) 一 
f(z)/z“* 在 [0,1] 上 可 积 . 

(4) 试 作 定义 在 R! 上 的 可 微 函 数 f(x) ,使 得 rEL([0,1]), 但 存 
在 lim [reoar. 

(5) 试 作 R! 上 两 个 具有 紧 支 集 的 可 积 函 数 : fj(z),g(z) ,使 得 
gLF(z)] 在 R: 上 不 可 积 ， 

解 (1) 记 QN 闪 (0,1]= {7,) ,注意 到 曲线 xz。，y=r, 或 y=z/r， 
(nEN) 只 有 可 列 条 , 故 其 全 体 是 R: 中 的 零 测 集 . 从 而 知 

| f(z)dzdy = 1. 

(2) 记 QN[0,1]={r,) ,注意 到 cosz=r, 的 点 x 全 体 为 可 列 集 ， 

故 是 零 测 集 , 由 此 知 


/2 /2 
| f(r)dr = | coszzdz = 一 . 
0 0 4 


(3) 由 题 设 知 ,存在 6: 0<6<<1 ,使 得 当 0<z<9 时 有 
党 


= | 全 = 人 |< If (OWI+1EM. 


从 而 有 |f(z)/z”*|M/Mz (0<z<6), 而 g(z) 在 [6,1] 上 是 连续 函 
数 ,自然 是 可 积 的 .因此 g€ 工 ([0,1]). 

(4) 作 F(z) 一 zzsin(1/z2)(z 尖 0);7(0) 一 0, 则 对 任 给 e>>0, 疡 (z) 
在 [e,1] 上 连续 , 且 易 知 存在 tim 六 (z)dz. 然 而 ,由 


Pe Se 人 cos 点 ， 天 0， 
0， Z 一 0， 
并 注意 到 sint 之 21/x(0<tx/2) ,可 知 
sinz2 之 2z2/r (0<zx:<n/2). 
198 


又 有 sin(1/x?) 之 2/ (rr?)(2/r 人 zx? 之 十 oo0), 从 而 得 

Il2zxsin(1/z)| 守 4/(rz), | 一 (2/z)cos(1/z2)| < 2/1zl. 
于 是 我 们 有 |f (zx)| 宇 (2 一 4/z)/1zx1,f EL(L0,1D). 

(5) 作 函 数 f(x)=Xio0;(7z),g (7z)=Xiow(z), 则 g[f(zx)j] 二 1. 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 车 fEL(R"),gEL(R"), 则 函数 

m(z) 一 min{f(z),8(7)), M(xz) = max{ f(z) ,8(z)} 

在 R" 上 可 积 . 

(2) 设 ELCOR"),gECCR") 且 g(z) 志 0CzER"), 则 g(x)= 
min{f(z),g(z)}) 在 R" 上 可 积 . 


(3) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 可 测 函 数 , 且 有 
| lf) ln 十 |f(x)D)dr < 


则 AEZ([0,1]). 
(4) 设 f(z),g(z) 是 I=[a,5] 上 的 实 值 可 积 函 数 . 若 有 


[ f(z)dz = fear， 
则 或 者 FCz)=8(z),a.e.zE[a,b], 或 者 存在 已 C[a,b], 使 得 
| rodz> | gdz. 


证 明 (1) 注意 等 式 
f(z) + g(xz) 一 |f(z) — g(x)| 
2 ， 


m(z) = 


M(xz) = f(z) + g(r) te — g(x)| 


对 a.e.x€ER" 成 立 . 
(2) 作 点 集 : 已 一 {zER": f(z)<0), 以 及 
天 :一 (rE R': g(x)<f(r))}), Es= {rE R": f(x) < g(x)}, 
则 易 知 g(x)=f(z)(rEE) ,9(7r)=g(7) (rE Ei) ,pr)=f (7) (rE 
), 且 有 R" 二 E1U EsUE. 显然 可 得 gEL(E1),pEL(Es), 而 由 (x) 
二 g(X) 世 f(zx)(z€E,) 又 知 gEL(E2) ,证 毕 . 
(3) 为 了 阐明 f€EL(L0,1]) ,自然 想 到 去 寻求 可 积 的 控制 函数 . 题 
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设 告诉 我 们 |f(z)|ln(1 十 |f(z)1) 是 [0,1] 上 的 可 积 函 数 ,难道 它 能 控 
制 |f(z)| 吗 ?显然 ,这 只 是 在 In(1 十 |f(z)|) 宇 1 或 |f(zx) | 之 e 一 1 时 才 
行 . 但 注意 到 |f(z)|<e 一 1 时 ,由 于 区 间 [0,1] 的 测度 是 有 限 的 ,故常 
数 e 一 1 本 身 就 是 控制 函数 . 也 就 是 说 ,可 在 不 同 的 定义 区 域 寻 求 不 后 
的 控制 函数 . 
为 此 , 作 点 集 
E= {rx € [0,1]:, |f(x)| <e}, E,= [0,1]\E, 

则 我 们 有 


Ife, reR; 
lf eID Nn + fz)|), rE€E,. 
这 就 是 说 f€EL(E) 且 fELCEs), 从 而 
f € LE U Es) = L([0,1)). 
(4) 假定 对 任 一 可 测 集 EC[a,5b], 有 
| zhdzs| g(x)dz. (x) 
E E 
由 此 以 及 题 设 知 ,对 任 一 可 测 集 EC[a,6], 必 有 
| rdz J .adz. 
(否则 ,存在 EC [a,b], 使 得 | 7(z)dz< | sg(Cz)dz, 而 得 出 


| f(z)dz>| &(z)dz, 这 与 (*) 式 矛盾 . ) 
neo NEo 


对 任 给 s 之 0, 作 点 集 
五 + 一 {x ET7T: f(x) > g(7) 十 e)， 
E-= {zET: f(r) < g(x) — e}, 
易 知 | fodr=|, gndr,|, fC)dz=| ECzr)dz, 从 而 得 出 
M( 匹 +) 一 mm( 巨 _ ) 一 0. 这 说 明 
m({z ETI: f(r) g(r))}) 


=m( U {rer If — g(r)|>1/n)) =0, 


即 得 所 证 . 有 
200 


例 3 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 f(z) 是 EE 上 可 测 函 数 . 若 存 在 gE LC(E),yE LCE), 使 得 
TST LI rEE) ,NM fELE). 

(2) 设 FGz),g(z) 是 五 上 可 测 函 数 , 若 有 

f(z) < gl) (rz € E), | rodz>- co， 
则 
| fr)dzr <| g(z)dz. 
E E 


(3) 存在 fEL([0,1), 而 没有 gECCL0,1]), 能 使 得 f(z)= 
g(x),a.e. TELO,1]. 
(4) 存在 定义 于 R' 上 的 实 值 可 测 函 数 ,使 得 对 任 一 区 间 [a,5], 有 


[WE 一 十 oo， 


证 明 (1) 注意 f+(z)<yt (x),f- (x)<y (7) (rEE). 
(2) 注意 f+(z)<g1(z),f- (zr) 之 g(xz)(zEE), 故 知 


|.f* dr < Js* wdr, {87 Cde <|. 广 edz<+， 
E 
| flr)dr =| f+(r)dr— | 广 (z)dz 
E E E 


< [e+ (z)dz 一 |- (z)dz = | gar. 


(3) 作 [0,1] 中 类 Cantor 集 瑟 : m(H)=6>0. 因为 点 集 [0,1]\H 
在 [0,1] 中 稠密 , 且 有 Xu(zx)=0(zE [0,1]\NH), 所 以 如 果 存 在 gE 
C([0,1]) ,使 得 g (zx) 二 Xn(z),a.e.zE[0,1], 那 么 g(z)==0. 但 这 是 
不 可 能 的 (Xx(x)=1(xEH), 且 m(H)=6>0,Xxs€EL([0,1])), 证 毕 . 
(4) 在 [n,n 十 1]《nE€ N) 中 作 类 Cantor 集 玉 , (n EN), 使 得 


5 (HH,)=1. 车 右 C[a,6b] 是 类 Cantor 集 , 记 其 相应 之 类 Cantor 函 


数 ww(z), 它 是 递增 的 且 将 五 映射 到 [0,1] 上 . 令 
gr(z) = tan[xgzr(z)/2] (a zh), 
它 把 点 集 及 间 (a,5) 映 射 于 (0,co) 上 . 作 
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ph (x7), TE Hln € N), 
f(z) = 


0， 其 他 ， 
b 
则 /Car=+o 


例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL(R'), 且 对 任意 的 区 间 了 7, 记 


fi= | ea, E!= {zx €l1: f(r) > fi), 
则 reo -maz= 引 Leo -dr 
1 Ej 


(2) 设 EL([ayco)), 令 Pe)=| fodr. 车 F(z) 在 [a,co) 上 弟 
增 , 则 (zxz) 三 0,a.e.zE[0,co)， 
(3) 设 CD0,1](%==1,2,… ,NN) 是 可 测 集 ,其 中 任意 三 个 之 并 均 


N 
为 [0,1]. 又 令 Si= >)m(ED ,以 及 
k=1 


NN 
S11= Dm ENE), $= >) mENE,NE), 


Tt ki 1<i<J<t<N 
则 


N 
1& | (Bx)) dz = 5+ 6 + 68,. 
0 k=1 
(4) 设 f(z) 是 [0,1]J 上 上 且 f(x) 之 1 的 可 测 函 数 , 则 
| fenInf Cadz 之 (freoaz| (arcoaz| 
证 明 (1) 注意 到 Ei 的 定义 ,我 们 有 
| If DD 一 万 dz= | ceo ~ fdr+ | (fi — for))dr 
1 E RNET 
= 岂 十 到 ， 
.= Fi mED) — fi 1 + | fd 


red | mu | veo -mdr 


由 此 即 得 所 证 . 
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(2) 不 妨 假定 f(z) 是 实 值 函 数 . 由 题 设 可 知 ,对 开 集 GC[a,co)， 
必 有 | f(z)dz 之 0. 从 而 对 [a,o0) 中 的 Gs 型 集 石 ,也 有 |[ f(z)dz>>0. 


这 就 导致 对 [a,co) 中 的 任 一 可 测 集 ,有 | f(z)dz 之 0. 现在 令 
E,= {xr € [ae,co): f(z) <—1/n} (n€N), 
E= {rz€ [eco): f(z) <0}, 


o<| flydr <— LmE) 0, mE)=0 EN). 


易 知 = [jE,, 而 且 m(E) 二 0, 即 得 所 证 . 


n=1- 


(3) 注意 EUEUE=[0,1](<i<j<k<N), 以 及 
Xio(z) 一 Xe (7) + Xs,(z) + Xe (x) 一 Xe (x)Xs, (z+) 
— Xs TIX, (7) — Xe (TXe, (zr) 
二 XE (TI XE (TXE, (7), 
故 可 知 
1=m(E) 十 m(E) 十 m(En) — m(E: 们 瑟 ) 
—m(E;f\ Ei) — m(E; NN EY) + mE Ef ED). 
我 们 有 


1 


机 1 
1 一 | Dart D+)dr 


Ok=1 NSICjEN 


+6| 3 Xaraz)dr = Si 十 65: + 69: 
NIhEN 
(4) GD 设 [rodz=l1， 则 由 zlnz>lnz(z>0) 可 知 
1 
| fr)nf(z)dr > J lnf enaz. 
0 0 
1 
(ii 假定 |ftear=!1 令 g(z)=f(z)/4, 则 g(x)>0(0<z< 
| 
DD, 且 ecodz=1 从 而 可 得 


1 1 
| g(z)lng(Cr)dz 二 | lng(Cz)dz， 
0 0 
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| Lone 一 La > [nl 7 吕 | 


T 1 1 
a fonlnf (zr)dr — Inl > | Inf(z) — In, 
Ds % 


[repmreodz > nn)dr 
例 5 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 {f(z)) 是 E 上 的 可 测 函 数 渐 升 列 .车 | 六 (z)dz> 一， 
则 
lim| .Andz = | limfi(z)dz > 一 oo， 
(2) 设 ( 刻 (z)} 是 巨 上 的 可 测 函数 渐 降 列 . 若 | . 广 (z)dz< 十 co， 
则 
| 加 Podz = 加 | fr)dr <+ = 


(3) 设 {fi(z)}) 是 EE 上 的 可 测 函 数列 ,FEL(E) 且 F(x)>>0(x€ 
EE). 若 f(z) 之 一 F(z)(rEE), 则 


| limfi rdr < lim| fendr. 
Ekeo0 有 = 一 JE 
(4) 设 六 ELZ(CE)(EEN) ,FEL(E). 若 有 
Jiz) < Fz) (ze 已 )， mm| f(z)dz A 
则 jimfi(z) 在 E 上 可 积 , 且 有 
| lIimfi(z)dr > 西 | fi(z)dzr. 
Ehew cj 下 
(5) 设 FEL(E),f1ELC(E)(kEN). 若 有 
fz) ZF) EN), lim| f(z)dz#+ oo, 


则 [ta f(z)dz<lim| Acz)dz 
下 co kJE 
证 明 (1) 令 limfi(z) 二 f(z)(zEE), 则 易 知 
fFDESHDEL"END ES, Jim 庆 人) 一 大 CD)， 
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fi Ff D2, limfilz)= f(z). 
从 而 得 lm]. 扩 (z)dz 一 | lim 扩 (z)dz. 又 因 | 所 (zydz<+eo, 所 
以 又 得 | 广 Codz=lm| F(z)dz. 于 是 我 们 有 
E hooE 
lim| .Aceodz | reodz > 一 oo. 
(2) 对 {一 及 (z)} 作 类 似 于 (1) 中 之 推理 . 
(3) 因为 我 们 有 fi(z) 十 F(x) 之 0(rEE), 所 以 
| lim(fi(z) + F(z)dzr < 二 | filz) + F(z))dz. 
Ek k= E 
注意 到 ELCE) ,可知 
| 徊 Acz) + |F(2dz < 吉 | hrdr + | Flr)dz. 
区 koo E koojE E 


由 此 即 得 所 证 . 
(4) 因为 对 任意 的 mEN, 有 
下 (z) 之 Sup{fa(z))} filr) (4m), 
所 以 推出 (任意 mEN) 


十 co> | sup {fi(z)}dz >| PCz)dz km) 
E fk>m E 


十 co 和 | Sup{fi(z) dz > Ea| .Acodz S60 
注意 到 Sup{fi(z)}2 sup {fi(z)} (mE N) , 故 令 m 一 oo 即 得 


王 | fi(r)dr < lim | sup{fi(z)}dr 
krooJE mo E kh>m 


=| lim sup{fi(z)}dz = | limf,(z)dz. 
E meo0 km 下 jc 


(5) 类 似 于 (4) 中 之 推理 考查 {一 f(z)). 
例 6 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 车 fE€EL(E), 则 有 
m({T E E: [f(z)|> 8})=O(/k) (一 co)、 
(2) 设 FEZ((0,co)), 令 户 (z)=FCz)Xoo(Cz) (x=1,2,…), 则 
万 (z) 在 (0,co) 上 依 测度 收敛 于 f(z). 
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(3) 设 fEL(R'), 则 对 a>>0 有 
m( (zeR': 91>o| ,feD1dz))j< i. 


(4) 设 pg(z) 是 [0,co) 上 的 递增 函数 ,f(z) 以 及 fi(z)(kEN) 是 
ECR" 上 实 值 可 测 函 数 .车 有 


limf fi(7) ~ f (2) Dar =0, 
co 下 
则 .A(z) 在 巨 上 依 测度 收敛 于 f(z). 


(5) 设 六 EL([0,1]), 记 CD>0CzE[o,1]) 且 | f(r)dr=h>0 


CEN). 若 >, MVM 为 < 过 十 oo0, 则 对 a.e.xzE[0,1], 存 在 入 ,使 得 f(x) 过 
Li 
Mh n>N). 
证 明 (1) 令 EE={zEE: |f(z)|>k), 并 注意 不 等 式 
km) <| fldz < coldz<+ ~ 
E E 
(2) 对 任 给 o>0, 令 E.= {rE (0,00): |f.(7)| 之 ao} (nEN), 则 


+% 
m(E) os | Nd S| fo) dz 


和 | If(z)ldr >0 (n>o%). 
(3) 令 /=| FOD1dz,E.={zER': |f(z) 1 之 oi), 我 们 有 
1> [1/2 a me. 
E, 


由 此 即 得 所 证 . 
(4) 由 题 设 可 知 , 对 任 给 c>0, 有 


wom(tzEE: [f(z)—f 621>0)S| Ife) fa) Ddz. 


由 此 即 得 所 证 . 
(5) 令 忆 ={zE[0,1]: f(z)>Vh}(nEN), 我 人 有 


1 
mCE) 一 | Xs)dz S| Fe VY dr 
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1 172 
之 己 榴 | MT drSA VmE) 。 [| 太 Gz)dz| 
E, En 
CM NY Vm(E,) 一 用 4 mE). 
由 此 知 m(E)S<YVNCnEN). 因 为 >) V 加 <+oo, 所 以 >)m(E,) 二 
n=} n=1 


十 co. 从 而 m(Z) 二 0(Z=JimE.), 因 此 对 ZzEZ, 就 存在 NN, 使 得 xEEE, 


a>N),B fC)EVh n>N). 
例 7 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(z) 在 EE 上 非 负 可 测 , 则 点 集 
Y= {y€R':m({(r € E: f(z) = y)) #0} 
是 可 数 集 ， 
(2) 设 fEL([0,1]), 且 是 周期 为 1 的 周期 函数 . 令 Si(zx) 一 


有, 
1% 
二 /+ 在 ) weN), 则 
limSi(z) = red， a.e.z € [0,1]. 
im. : 


注 对 于 gs(z) 一 十 /| z+ 二 | ,极限 limg(z) 可 以 几乎 处 处 不 存在 ， 
iel 


(3) 设 m(E)< 十 oo,f(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 , 且 有 0<<f (x) 过 
M(zEE). 对 分 划 A: 0=to<h<ts<…<h=M, 作 Ej={r€E: f(x) 


nl 
0} =1,2,…,n 一 1), 且 记 Ss= > Gi 一 tj_Dm(E)), 则 
j=l1 
sup{S2) 一 [reoaz 


T 
(4) 设 f(z) 是 R! 上 具有 正 周期 了 的 可 测 函数 , 且 [fcr) 1dz< 
co, 则 
A i 
lim, 去 |_ fd 一 二 | ,Aceeodz 
证 明 (1) (i) 假定 fEL(E), 且 令 
Y= {y>7:m({r € E: f(z) = y)) > e}, 
对 tz，… stwEYer, 我 们 有 
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nN 
Ne < Ps: mr € Es {1 =4)) < | fdz. 


这 说 明 Y. 是 有 限 集 ,Y 全 【Yi 是 可 数 集 . 
(ii) 车 f(z) 在 EE 上 不 可 积 , 则 对 mEN, 考 查 min{f(z),m}. 
(2) 证 略 . 
(3) 对 分 划 4, 作 简单 函数 (E,== 2) 
fal7) = Soxee Cn) (rz € EF), 
1 
则 0 和 fo(z) 志 f(z)(xEE). 从 而 知 


a 
| far >| Popdz= Dum(E) — mB) 
i=] 


= So - ti Dm(E) = Sa. 

此 外 ,对 任 给 s>>0, 作 分 划 4, 使 得 

max | —tal<s, f(z)—e<f(z) f(z) (rz€E). 
由 积分 定义 知 |f (0dr—e 。 m(E)<SsS<| rz)dr 根据 6 的 任意 
性 , 即 得 所 证 . 

T 

(4) 对 e>0, 取 m, 使 得 ;区 < 区 ,其 中 m=| 1f(z) 1dz, 则 当 

noT<x 世 (no 十 1)T 时 ,有 


Tf Tf 
(fe 到 | fd 


1 I 1 noT 
= [tf 去 | fdt 


1 x T 
< 2 foo la 十 | Golde em 


工 一 no 
xnoT 


rz—noT 


YM TT 

例 8 议 证 明 下 刘 旬 导 ， 
(1) 设 ECR! 且 m(E) 二 1,f(z) 在 E 上 正 值 可 积 , 且 记 4= 
[edz, 则 


€ 2 
2 +M-T < 


1 二 在 之 | ViITF(dr<1i+Ah. 
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(2) 设 f(z) 在 [a,5] 上 非 负 可 积 , 则 
9 (sf wd) ads epodz OD. 


1 b 天 1 b 
(ii (sl f(x)dz| <ads| fdz 0>12<0). 


(3) 设 fEZ([0,1]). 若 do] edz, 则 f(z)=a( 党 
0,1 
数 ), a.e. xE€[0,1]. 


(4) 设 F(z),g(Cz) 是 [0,co) 上 非 负 递增 函数 ,wp(z),%(z) 是 [0,co) 
上 非 负 可 测 函 数 , 则 对 a<65, 有 


| [teeo]e[o]weodd | ed 


> (ftir) (f etre 
证 明 (1) 实际 上 ,考查 g(r) 二 (1 十 z?) 吕 , 易 知 g(x) 是 (下 ) 凸 函 
数 .根据 Jensen 不 等 式 (w(z) 三 1), 有 |[ 4e<| ,fr(z)dz] 
ViTAR< {1+ Treoazj = ||G + Penaaz| 人 


<| .Vr Fd < | n+ =1+A. 


(2) 令 gL)=0, 则 Y'z)=4(4 一 Dt". 注意 在 t 宇 0 时 ,有 '(t)<<0 
(0<4<1D) ;G0 >00>1;4<0). 
(3) 注意 e*(z 一 a) 十 ee*, 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 x=a. 我 们 采用 
反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 令 a 一 | f(z)dz, 则 存在 EC[0,1]; m(E)>0, 
使 得 
er[LF(z) ~a]+e<e®” (rE€E), 
«| re —aldr+e’< [eedr 


注意 到 | [7(z) 一 a]dz 一 0, 故 由 上 式 可 知 


1 
f(Ddx 

a 一 全 | endz. 
o 


这 与 题 设 矛盾 .证 毕 . 
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(4) 记 dpy 一 y(z)di, 注 意 到 f(z) 是 非 负 递 增 函 数 , 它 可 用 阶梯 函 
数 允 近 , 因 此 只 需 考 查 特 定 情况 : 
ed 
1l, zx>4. 
令 A={1€ [a,6]: 94)<4) ,B= (1E [a,6j: 41) 之 4), 则 问题 归结 为 
指出 


(fetew Jay) (fa 之 (fay) ( J atx : Cx) 


. zl,, 
类 似 地 ,为 证 (*) 式 ,也 只 需 考 查 g(z) 一 | “< 的 情形 . 令 C= 


{€ [4,6]: Ft) SU}, D={tE [a,6]: (4)>L), 则 在 lS4 时 , 式 (x) 


成 为 
(fa (fas= (fs) (fa), 


这 显然 成 立 . 当 [, 之 4 时 ,只 需 换 有 为 g, 即 可 得 证 . 
特例 ; (x)=z*,g (zx) 二 xz,y(z) 三 1, 我 们 有 


fe A Pde 9 dt 
“一 一 > 
9t)dt 他 一 全 


例 9 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 /EL(R'). 若 对 R' 上 任意 的 有 界 可 测 函 数 gLz) ,都 有 


fp)dz =0, 
则 f(z)=0, a.e. zERL. 
(2) 设 /ELCE)KECR)), 且 0< 4= f(z)dr <+ oo, 则 存在 
EE 中 可 测 子 集 e, 使 得 
| rodrz 会 4 


(3) 设 feZ([o,co)),g(z) 在 [0,co) 上 可 测 . 若 存在 M>0. 使 得 
lg(Cz)Vzl 和 M(O<z<< 十 cc), 则 


lim tf fad =0. 
to TI 
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证 明 (1) 依 题 设 知 ,对 任 一 有 界 可 测 集 ECR': 着 (已 ) 之 0, 均 有 
| f(z)4z=0. 由 此 不 难得 知 结论 成 立 . 
(2) 设 EE=EN( 一 o0,t) ,1ER!, 并 记 
g(t) 一 J ar, 


则 由 积分 绝对 连续 性 可 知 ,对 任 给 的 二 0, 存 在 6>>0, 只 要 |At|<6, 就 
有 


lglt 二 AD) -eol< | 


下 ni[t,t+ 
<| If(z)ldr<e. 
[tt 十 A) 
这 说 明 gEC(R'). 因为 g(z) 是 递增 函数 , 且 有 


lim g(t) = 0, lim g(t)= A, 


而 0< 4/3<4, 所 以 根据 连续 函数 中 值 定理 可 知 , 存 在 ba: 一 co<<t<< 
十 co, 使 得 g(to) 一 4/3， 


8lt0) js 
令 e 二 EN (一 oo0,10), 即 得 所 证 . 
(3) 由 题 设 知 ,对 任 给 >0, 存 在 Ni, 使 得 | 1fCz) |dz<e/2M. 
又 存在 Na, 使 得 
1 AN € 
一 MNi， | [If WIdt < (Crz>> Na). 
I 1 2 
从 而 当 z>>max{Ni,Nz} 时 ,就 有 
[Fracwal< mf fo la 


Iflz)ldz 
2) 


4 


de 3 


N, I 
<un,| ‘fl + Mz| [fC 1d, 
和 Ni 


NL 十 oo 
工 |「rosoar|s | If0 ld+ mf If lat 
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例 10 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 g(z) 是 EE 上 的 可 测 函 数 ,车 对 任意 的 JEL(E), 都 有 fg 
EZ(E), 则 除 一 个 零 测 集 Z 外 ,g(z) 是 E\Z 上 的 有 界 函 数 . 

(2) 设 函 数 f(z)E€EL([a,6b]). 车 对 任意 的 cE€ [a,5b5] 有 


人 rapdz= 0, 则 fC)=0, a.e. rE [a,b] 
(3) 设 fEL([a,6]) ,LiCfa,6b](kEN) 是 区 间 列 . 若 存在 >0, 使 
得 
J 1dr al (k EN), 
则 
[A <2lUnl. 


证 明 (1) 事实 上 ,如 果 结 论 不 成 立 , 那 么 一 定 存在 自然 数 子 列 
{&) ,使 得 
(人 (ZE E: hk |g(z)| <hrn)) = m(E) > 0 0= 1,2,.). 
现在 作 函 数 


signg (xz) 

Ee, 已， 

f(z) -{ “m(E)’ TE CG = 1,2,°) 
0， EE. 

因为 


| eoldz= Bsar 


Cs 1 
一 这 RTD mE mE E) <+%, 
所 以 Fe LL'(E), 但 我 们 有 
ed kk; 轩 
[reoscodz 3 之 oD mE)™ EE) 一 coy 


这 说 明 f .gEeL(E), 蔬 盾 . 
(2) 若 结 论 不 成 立 , 则 存在 EC[a,6],m(E)>>0 且 f(z) 在 E 上 的 
值 不 等 于 零 . 不 妨 假定 在 E 上 f(x) 之 0. 作 闭 集 F,FCE 有 目 m(F)>0， 
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并 令 G= (a,6)\F ,我 们 有 
| f(z)dzr++ | f(z)dr = [reodz m 0. 
6 F a 
因为 | reaz>o, 所 以 
| A = | (z)dzr #0, 


n>1 
其 中 ((a,,6,)} 为 开 集 G 的 构成 区 间 , 从 而 存在 no, 使 得 
| f(r)dr A 0. 
[| 
由 此 可 知 
| flz)dr 关 0 或 | f(z)dzr #0, 
[eran] Ce 
这 与 假设 矛盾 ,从 而 结论 成 立 . 
(3) 由 积分 的 绝对 连续 性 可 知 , 对 任 给 s>0, 存 在 9>0, 当 eC 
[e, 轨 且 m(e)<6 时 ,有 | 17(z)ldz<e 
现在 ,选取 了 ,1,,…,1,, 使 得 


ml Un)>nl Un)-s, 


且 要 求 [a,6b] 中 不 存在 点 同时 属于 J:(i 二 1,2,… ,no) 中 的 三 个 . 从 而 我 
们 有 


人- Heopldz=| oo Holdz+|。Menldz 
Wh (ON Un 
kl 业 一 于 =1 k=1 
"0 mo 四 ， 
<et DD drSetaD hl<eta. nl UD). 
k=1 & k=1 k=1 


令 eoo 即 得 所 证 ， 
例 11 试 证 明 下 列 命题 : 
(GD 设 AeZ([o,1]), 且 有 redzzo, 则 存在 [0,1] 上 的 可 测 
函数 g(z) ,使 得 
/wat Jdzx <+ oo, | fewer jdz = 十 ce. 
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(2) 设 fec9?([0,1]),gEC9 [0,1]). 若 有 ma( 广 :(0))=0， 
g(7) 之 0(0 过 x 过 1), 则 


了 一 ew df yaz 二 一 [ne dz. 
证 明 (1) 在 [0,1] 中 侈 取 互 不 相交 闭 区 间 列 {7,}, 并 令 
je ldz=a.>04mEN), 易 知 避 a.< 十 oo. 不 妨 假定 > Va < 


十 co( 否 则 可 取 子 列 ), 且 作 gCz) 二 a> 。 X (z) ,我 们 有 


2 时 
Ss Ny ee 
| fe ldz = Znae 志 =- BVe<+tw, 


站 eolecodz = | /OD ld = D1=+o%. 
0 mi 1 ed n=l 
(2) 令 (0,1)\f7 (0)=G, 易 知 G 是 开 集 , 故 可 令 G= 【 (a,,6,) 
A] 
(构成 区 间 之 并 ). 我 们 有 
TI- 人 | + Bf)ew dr bar 训 Be bar. 


记 c= (oa 十 po)/2(zEN) ,并 注意 到 对 每 个 an, 有 FCz) 天 0(o,<z<b)， 
故 f(x) 或 为 正 值 或 为 负 值 ,因此 可 写成 

(|f(z)1)’ = signf (es) f(z) (a, <r<b,). 
从 而 推出 (注意 f(a,)=f(6b,)=0) 


be 
7 一 Bsignf(e) .| gf (dz 


n>] 


一 一 Dsignf Ce) fre (zr)dz 
n>1 am 


ee 
Ee | |fCz) le' Cr)dzr =— | le mar. 
nl on 0 
例 12 试 证 明 下 列 命题 : 
GD) 设 7EZ([0,co)), 则 lim7Cz 二 ma 一 0，a.e.zER: 


(2) 设 fEL(R") ,KCR” 是 紧 集 , 则 
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人 
(3) 设 TCR 是 区 间 ,fEL(1) ,a 闫 0. 若 令 
J= {zx/a: 7 ET1}=1/a, g(7)= f(ax) (ZEJ)， 
则 gELCD, 且 有 |,fCz)dz=|al| f(az)dz. 
证 明 (1) 因为 f(z 十 n)= 二 f(z 十 1 十 (n 一 1)), 所 以 只 需 考 查 
[0,1] 中 的 点 即 可 .为 证 此 ,又 只 需 指 出 级 数 >) |f(z 十 n) | 在 [0,1] 几 
n=] 
乎 处 处 收敛 即 可 . 应 用 积分 的 手段 ;由 于 
D3 Me+mldz pA + mldz 


= D0 d= | MeoDldz<+o， 


下 二 
可 知 /Ge+m1 作 为 的 函数 是 在 [0， 1] 上 可 积 的 ,因而 是 几乎 处 
处 有 限 的 , 即 级 数 是 几乎 处 处 收敛 的 . 
(2) 由 题 设 知 lim | 1f(z)1dz 一 0. 令 3sug{1z1), 则 
m+ |zl>r +€. 
| _ Awlaz<| Ifor) dz 0 (ly| =+ oo). 
K+{y) 


{zr |zl 关 ty 一 外 
(3) (i) 车 f(z)=Xe(z),E 是 了 中 的 可 测 集 , 则 a-!ECJ. 由 于 
Xelaz) 二 Xo-ig《z), 故 有 


Pi ee 
ecodz 一 fal™E) = dz 


由 此 可 知 当 f(z) 是 简单 可 测 函 数 时 ,结论 也 真 . 

(ii) 对 fEL(T) , 设 简单 可 测 函 数列 (8.(z)}) ,使 得 (xz) 习 f(z)(n 
wo0,7€E71), 有 [gCz) [| | (n=1,2,… ,xTET), 则 令 p(xz)= 
par) (rET n=1,2,..), p(T)>g(T) (n>00,rEJ) ,我 们 有 


la || cpdz= lal lim | az 


= lim| mcodz = | faz. 


例 13 解答 下 列 问题 : 
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(1) 设 fEL(R'),gEL(R!), 且 有 fafa 一 | .ecodz sg 
试 证 明 对 任意 的 ~E (0,1) ,存在 R: 中 可 测 集 区 ,使 得 
[dr = [s(x 一 7 


(2) 试 求 fEZ([0,1]), 它 满足 条 件 : 对 于 [0,1] 中 任 一 满足 m (五 ) 
=1/2 的 可 测 集 已, 都 有 | redz 三 到 

(3) 设 f(x) 在 (0,co) 上 可 测 . 若 对 (0,co) 中 任意 的 满足 m(E) 二 
1 与 mm(B)==V 2 的 可 测 集 , 均 有 | f(z)dz 一 0, 则 f(z)=0,a.e.7€ 
(0,co)， 

证 明 (1) 令 4={zERi: f(z)>g(z)},B=R'\A, 以 及 4,= 
(—o0,D)NA,B,=(—o0,0) 站 B, 又 记 


Ht) = De — g(r)Jdzr, 0) 一 忆 [gCz) — f(z)]dz, 


易 知 p(x),y() 是 R' 上 的 非 负 连 续 函 数 , 且 有 
Jim Pt) 一 im $e) lim (2) = lim yl) 
从 而 对 上 E R!, 存 在 4 二 4(z) ,使 得 p(t) 二 y(X). 又 令 C, 一 4 U Bi(tE 
RI) , 则 CCC,(t<s), 且 有 
lim m(C,) = m(C.). 
因此 ,h(i 会 | f(z)dz==| g(z)dz 是 R' 上 连续 函数 .由 im C=， 
Jim C: 二 R', 可 知 h(z) 含 有 从 0 到 1 的 所 有 数值 . 这 说 明 对 rE€ (0,1)， 
存在 ta:€ER' ,使 得 h(to)==r,E==C,. 
(2) (i) 对 满足 m(E)= 二 m(E,) 二 1/2 的 [0,1] 中 可 测 子 集 Ei,E,， 
因为 有 
m(([0,1 NED\E2) 2 1— 2m(E) 2 1/2— m(E,), 
所 以 可 取 ([0,1]\E1)\E 中 可 测 子 集 区 ,使 得 m(E)=1/2 一 m(E1). 从 
而 令 41=EU Ei,A:=EUE,, 则 
m(A1) = m(As) = 1/2, 虹 f(z)dzr = | f(rdz, 
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{fedz 十 下 flr)dr = | Amadz 十 | f(z)dz. 


由 此 即 知 | f(z)dz=|, f(z)dz. 
(ii) 根据 Qi) 的 结论 ,我 们 有 
人 reoaz 位 人 reeaz =-…-| 
0 /nm 


1 


1 1 
flz)dzr = [faz 
nyo 


(a—D/n 


=1(f fea + fey) 十 + 二 ]= 二 . 


令 FCD=| Fodt(o<zr<D, 我 人 有 
A 
从 而 对 xEQN[0,1], 有 F(z)=x. 由 F(z) 的 连续 性 ,可 知 F(z)==z 
(0<x&1). 又 由 FF'(z)=1(0<r<1) 得 到 f(z)=1,a.e.x€[0,11. 
(3) 因为 0</ 2 一 1<1, 所 以 对 a>0, 存 在 &EN,n€EZ, 使 得 
0<(V2 一 1D)= 二 naAwV2 <a. 
由 此 知 {e 十 2 /2 } (mnEZ) 在 (0,co) 中 稠密 ， 
现在 ,对 满足 m(E) 二 十 n M2 的 任 一 可 测 集 EC(0,co); 
(Qi) 若 宇 0,n 之 0, 则 有 分 解 =E1U Ei, 使 得 


m(E)=k, m(E)=nV2; EE,=%; 
| fordr =0=| f(z)dz. 
5 E, 
(ii) 车 >>0,n<0, 则 存在 Ei,E。: E1 瀛 E,, 使 得 
E=E\E, m(E)=h, m(E)=nV2; | reodz=o 


最 后 ,对 任 一 正 测 集 区 , 作 {E;}: 
m(E) 一 让 十 而 M 2 (ms E Z)， limm(E) = m(E), 


| f(z)dr = lim| f(z)dr = 0. 
E coJy 局 


这 说 明 f(z) 一 0,a.e.zE(0,co). 
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1 
例 14 设 | /C2 ldz<MmEN), 有 limf(z) =0,a.e. ze 


[0,1], 试 证 明 lim| 1 六 (z)1dz 一 0 


证 明 依 题 设 知 ,对 任 给 es>0, 存 在 可 测 子 集 已 C[0,1], 使 得 
m([0,1]NE)<e, 亡 (z) 在 巨 上 一 致 收 仇 于 0. 我 们 有 


fina = Adz + realdz 
0 [oN\E E 


从 


(ff rds) “ontoaJNe2 | eldz 
To, E 
SVHLo NE + {lf dz 
< Ve + | Aceoldr 
令 xreo, 可 得 wf.(z)14z<VIE. 由 。 的 任意 性 , 即 得 所 证 


3 4.3 ”控制 收敛 定理 


基本 内 容 


定理 1( 控 制 收 仇 ) 设 /EL(E) (4=1,2,…), 且 有 limfi(z) = f(x),a.e. 
z6E EE. 车 存在 EE 上 的 可 积 函 数 F(x) ,使 得 
[f(D EF(z), ae. TEE (=1,2,.), 
则 有 
lim fic)de = 人 Cz)dz. Co) 


(通常 称 F(x) 为 函数 列 {fi(z)} 的 控制 函数 ) 

注意 〈i) 上 述 定理 实际 上 包含 了 更 强 的 结论 : 

lm - Fatdz= 0 Gn) 

今后 ,我 们 将 称 式 (* *) 为 (zx) 在 E 上 依 工 ' 的 意义 收敛 于 f(z). 一 般 来 说 , 式 
(*) 不 能 推出 (x *) 成 立 (在 非 负 情形 有 例外 ). 

此 外 , 当 式 (x *) 成 立时 ,也 不 一 定 有 limfi(z) = f(r),a.e. TEE. 

不 过 可 以 得 出 户 (z) 在 下 上 依 测度 收敛 于 f(z) 的 结论 . 由 此 ,进一步 又 可 知 ， 
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存在 子 列 {(f%(z)) ,使 得 limfi(z) = f(z),a.e. 工 E 已 
《ii) 上 述 控制 收敛 定理 的 一 个 特例 是 有 界 收敛 定理 ， 
“ 设 {fi(z)} 是 EE 上 的 可 测 函 数列 ,m(E)<<oo, 且 对 zxEE 有 
limfilx) =f(DD, IfiDIEM (k=1,2,.), 
则 fEL(E) 且 lim| filz)dz =| f(z)dzr.” 
hom)E E 


定理 2( 依 测度 收敛 型 控制 收 伊 ) 设 用 ELCR") (k=1,2,…), 且 f(z) 在 R* 
上 依 测 度 收 敛 于 f(z). 若 存在 FEL(R") ,使 得 |fi(zx)| F(x) (k=1,2,%3a.e. 
z€R"), 则 fEL(R"), 且 有 


lim| (rz)dz =| fiz)dz. 
kon) Re LS 

注 对 于 EE 上 依 测 度 收 敛 于 /EL(E) 的 非 负 可 积 函 数列 {f(x)} 而 盲 , 若 有 
各 | Aczaz= | .rczaz, 则 必 有 


lim| Ifilz) — f(z) ldzr = 0. 
| 


推论 ( 逐 项 积分 ) 设 /1ELCE) (k=1,2,…). 若 有 立 | .JPneoldz<=， 则 


tl 


六 /zy 在 已 上 几乎 处 处 收敛 ， 若 记 其 和 函数 为 /(z), 则 /EL(CE) 且 有 


4 


立 | fend = 人 reodr. 


定理 3( 积 分 号 下 求 导 ) 设 f(z,y) 是 定义 在 巨 X (ab) 上 的 函数 , 它 作为 x 
的 函数 在 EE 上 是 可 积 的 ,作为 y 的 函数 在 (ab) 上 是 可 微 的 , 若 存在 FEL(E), 使 
得 


[Bry |< ew, (xz,y) € E Xx (a,b), 


则 EACLE = fed. 


注 注意 下 列 例证 及 命题 : 
(i) 在 [0,1J 上 定义 函数 列 


0, ze [0,1/n], 
f(z) = 上 TE (1/n,2/n), 
0, xzE [2/n,1], 
1 
则 limf,(z)=f(z)=0, lim| 太 (z)dz 一 十 co. 
Pott lo 


(iD 易 知 ,对 nEN, 存 在 ,i, 使 得 
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n=2+i (<i<2,kEN). 
在 [9,1] 上 作 函 数列 
fz) = Xrpt x) (n€EN,zrE LO,1), 
则 对 任意 的 =E [0,1],f,(z) 均 不 收 伍 于 f(z) 二 0, 但 有 


im 由 [f(z) — f(z) dr = 0. 
el 
( 道 ) 设 及 ELC(E) (4=1,2,…), 且 f(x) 在 上 一 致 收 化 于 f(x). 若 m(E) 
< 一 , 则 lim| filx)dzr =| f(z). 
ma) £ 


证 明 (Gi),(ii) 略 . (iii) 因为 对 任 给 s>0, 存 在 N ,使 得 
[f(z)— f(z2)|<e (rE€E,k>N), 
所 以 根据 有 界 收敛 定理 可 知 


lim| Ifi(z) — f(z) 1dr = | lim|fi(z) — f(z) ldr = 0. 
re 风 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL(CR') ,在 R' 上 作 函 数列 
Bn(T) = fTIXE GZz)， h(x) = min{f(z),n} (n €N), 


则 Jim fg) /1dr=0, im| .inc 一 Fez)ldz=0 
mooy 及 no0R 
(2) 设 fELCE), 则 lim| If(z) dz=0. 
Ac {rEE, [f(r))<1/t} 
(3) 设 fEZ([0,1]), 则 
17= lim| man|1+ 芋 jdaz=o， 
eo [0,1) n 

(4) 设 {E.} 是 递增 可 测 集合 列 , 且 limEs 二 E, 又 在 EE 上 定义 的 

f(z) 满 足 fEL(ED EEN). 车 lim| f(z) dz<+oo, 则 fELCE)， 


且 有 


| flz)dzr = lim| fz)dz. 
E cj 


证 明 (1) 易 知 |g,(z)||f(z)1,|h.(z)|SIf(r) InEN,rE 
R'), 且 有 
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limg(z) = f(x), limh,(z)= f(x) (rzERD)， 


因此 根据 控制 收敛 定理 , 即 得 所 证 . 

(2) 令 扎 = {rzEE: |f(z)|<1/8}). 因 为 有 |f (zx)|xs,(z)< 
1/k(zEEE), 所 以 |f(z) |Xs, (zx) 一 0(&k 一 co0,zEE). 注意 到 |f(z)| 是 
{1f(z) 1Xs,(z)) 的 控制 函数 , 故 有 


各 | .Fez?dz 一 人 limf(z)xs, (x)dz 一 0. 


(3) 注意 到 ln(1 二 zz) 委 z(0 委 z) ,故我 们 有 mln(1 十 17Cz)12/m2) 
和 na， |f(z)|/n==|f(z)1(0<z1). 从 而 由 控制 收敛 定理 可 得 


1= | limn .ln|1 + 二 cjaz = 0 
0 me n 
(4) 因为 {|f(z)1xs,(z)) 是 递增 列 且 在 玉 上 收 傅 于 |f(z)|, 所 以 
| [f(z) dr = lim | | fC2) ldr <+ oo. 
E hee J E, 
例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 EEDEs… 太 EDD…,E= 门 Ei,fEL(E) (KEN), 则 
k=1 
jj i fede 一 | rear 
(2) 设 有 EL(E), 目 f(z)<fin(zx)(&EN). 若 有 
Treopaz|<w CE N)， 


limfi(z) = f(x) (ze E), 
则 fEL(E), 且 有 
lim| .Aerodz = | fodz. 
(3) 设 lim| 12) 一 f(z)1dr=0,g8(z) 是 EE 上 有 界 可 测 函 数 , 则 
T= tim Aceosco - fine ldz = 0. 


(4) 设 {fi(z)} 是 E 上 非 负 可 积 联 数 列 , 且 fi(zx) 在 上 几乎 处 处 
收敛 于 f(z) 二 0. 车 有 
max {fi C0) ,fa fi dz < M (k=1,2,), 
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Wlim| .Acadz = 0 
证 明 (1) 注意 7(Cz)Xe(z) 一 和 (Cz)XeCz) (一 co)， 而 
|f(z) |Xs,(z) 是 控制 函数 . 


(2) 因为 {fi(zx) 一 有 (zx)} 是 非 负 渐 升 列 且 收敛 于 f(z) 一 f(x)， 
所 以 B 


| Erep - ft) dr = 加 | LA - fr) dr < 2M. 


由 此 即 得 所 证 . 
(3) 假定 lg(z)| 二 MC(rEE), 我 们 有 


I=lim| LPGz) 一 Fez)1lgCz)ldzslimd| [fiCz)—f(z) dr=0. 
kj hoo JE 


(4) 令 F(z)=max{ 有 i(z) ,fi(z),… ,fi(7x)}), 我 们 有 0<Fi(x) 
委 PiCz)(EN). 若 记 Fi(z) 一 F(zr)(k 王 oo0), 则 


| F(x)dz = lim| F(t)dr<M, FEeLE). 
E co 下 
从 而 得 
lim| f(x)dr = | limfi(z)dz = 0. 
kro)E E keoo 
例 3 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEC([0,o0)) 且 f(z) 一 L(x 一 十 oo), 则 对 任意 的 A 汪 >0, 有 
lim | fnz)dr = AL. 
mcoJ [0,4] 
(2) 设 f(z),fi(zx)(kEN) 是 上 可 测 函 数 .车 有 
limfi(z) = /zaezEE，IAGz CP), FE LE), 
则 对 任 给 e>0, 存 在 eC 巨 : m(e) 过 e, 使 得 fi(zx) 在 ENe 上 一 致 收敛 于 
f(z), 

(3) 设 {fi(z)}, {gi(z)} 是 ECR”" 上 的 两 个 可 测 函 数列 , 且 有 
[fi(z) |<gi(z) (rEE,REN), limfi(z) = flz) ,limgi(7) =8(72), 
以 及 

lim| ,8 (Cadz = ecodrz 一 co， 
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则 lim| fi(z)dz = | fz)dz. 
hejE E 
(4) 设 ELCE)(REN),fEL(E). 若 limfi(z)=f(x),a.e. rE 
EE, 则 lim| 1fi(z) 一 f(z) 1dz 一 0 的 充分 必要 条 件 是 ; 
lim| fc) ldz = | lf ldz. 


(5) 设 f.EL([0,1]) (n=1,2,…),FEL([0,1]). 车 有 
(iD [f(z) SF(z) (一 1,2,…，zE[0,1]); 


ii 对 任意 的 secdo)in| falrde=0, 


则 对 任意 的 可 测 集 ECL0,1], 有 lim|f.Cz)dz = 0. 


证 明 (1) 易 知 存 在 XX>>0, 使 得 |f(z)|</ 十 1 (zr 之 X). 注意 到 
f(z) 在 [0,X] 上 有 界 , 故 存在 M>0, 使 得 |J(z)1| 委 M (0 入 z<co). 根 
据 有 界 收 敛 定理 ,可 知 

lim | flnz)dzr = | limf (nz)dz = LA. 
mo0 [0,4] [0,4] 一 


(2) 对 任 给 e>>0, 令 Ei(e)= {rEE: |fi(z) 一 f(z) | 之 e}) ,只 需 指 


出 limm( BE(e)) 一 0. 注意 到 Eu(O)C{zEE: F(z)>e/2) (EN), 
mm 


故 知 m( U Ee) << 十 ce. 从 而 由 za(jim 忆 ?一 0 即 可 得 证 . 


(3) 注意 到 {g4(z) 一 f(z)), {gi(z) 十 fi(z)}) 均 为 非 负 可 积 函 数 
列 , 故 得 


| Eee -fr< le (J seodz -| neodz| 
= | ecodz 一 桓 | f(z)dz, 
[Eee 十 f(z)]Jdz< lim| | ecodz 中 Aceodz| 


一 | g(Cz)dz 十 tm| fi(z)dz. 
E kJE 


由 此 可 知 
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| f (dz>him| fr(z)dz, | f(rdr<lim| fr)dz. 
E ho0) EF E ho E 


即 得 所 证 . 

(4) 必要 性 由 |1fi(z)| 一 [f(z)|| 志 |fi(z) 一 f(z)| 即 知 结论 
成 立 . 

充分 性 ”因为 我 们 有 |fiCzx) 一 f(z)| 志 |f(z)1 十 |f(z)1, 以 及 


加 | f+ fw Ddr = 2 /Dlr <+ 0, 
hE E 
所 以 由 (3) 可 得 jim| f(z) 一 f(z)1dz 一 0 


(5) 对 任 给 e>0, 存 在 6>0, 当 m(e)<6 时 ,有 | F(z)dz<e. 现在 
对 可 测 集 ECL[0,1], 可 作 紧 集 KK 与 开 集 G: KCECG,m(G\K)<6; 


又 存在 gECC[0,1]) ,使 得 
1, rE€EK, 
8(7) = ke zEG, 0<g( <1 (rz€ [0,1]). 
从 而 我 们 有 


lim jcwas| = lim fccnaa 
N00 Lm 0 
A 1 
< | |e)| 十 | 一 eaz|| 


< 十 | |[eoecoaz| 十 Tepxucn] <e 


例 4 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 ECW((a,6)) (n=1,2,…), 且 有 
limf.(z) = f(z), limf, (z) = F(z), zx € (a,b). 
车 存在 (rz),F(z) 在 (a,b) 上 连续 , 则 f°(z)==F(x), x€ (a,b). 
(2) 设 f€ECl[a,6])),pEC([a,65]),FEL([a,6]), 且 对 zxE 
[a,8], 有 
limg. (x) =7), ECV[ab]) CEN)， 


Em) = f(z)9(7), 


[fm EF) (n€N,rE€ [a,b), 
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则 9Y(z) = f(z)9(z), x € [a,b]. 
证 明 (1) 只 需 指出 在 (a,5) 的 一 个 稠密 子 集 上 有 f(z)=F(x) 
Oe 
= {z€ [cd]: |fi(z)— F()| <1k2n), 
易 知 每 个 E, 皆 闭 集 , 且 [c,4dj= Us. 从 而 根据 Baire 定理 ( 见 第 一 章 


§1.2 中 1.2.3) 可 知 ,存在 以 及 区 间 [e ,4d'] ,使 得 E,, 汪 [ec' ,qd']. 
由 于 


LRCz) 一 Fr 和 1 kn0), zxE€ L's,d'], 
故 知 当 Zro 时 , {fi (zx)} 在 [c',d'] 上 一 致 有 界 .这 样 ,由 等 式 

[a (dt = fi(z)— filc), <r<d' 
可 知 ( 有 界 收敛 定理 ) 

| Fed = /dz) fe), oo<zr<d. 
在 等 式 两 端 对 z 求 导 可 得 


F(x)=f'(z), <zr<d'. 
即 得 所 证 . 


(2) 由 题 设 知 g(D) 一 (ao) 一 | f(z)g(z)dztnEN,a<t<b), 令 
noo 可 得 (根据 控制 收敛 定理 ) 
yt) 一 Fa) = [fedz, dR fp) (<< 
例 5 试 证 明 下 列 命题 : 
(了 ) 设 f(z) 在 E 上 可 测 ,m(E) 达 十 吕 , 则 产 EZCE)(EN) 且 存 
在 极限 lim /+(z)dz 的 充分 必要 条 件 是 ， |f(z) |<1,a.e.zE€ E. 
(2) 设 fEL(R'). 若 对 任 一 开 集 GCR', 有 
| Fd = | f(z)dzr, 
G [oe 


则 f(z)=0,a.e. rER!. 
(3) 设 廊 E 工 (RD) (n=1,2,…),fEL(R'), 且 有 


lim| Acz) — fr) dr = 0. 
no R! 
若 存 在 ECR' ,ECR (n=1,2,…): m(E,AE)>0 (n->o0), 则 
lim|, /dr 一 | rear 
证 明 (1) 充分 性 “假定 |7Kz)| 委 1,a.e.zE 匹 , 则 | PCz)| 委 1， 
a.€. TEE. 令 limf*(z)==/(z),a.e.zEE, 由 控制 收敛 定理 即 得 
lim| PCz)dz = | f(z)dz. 
kodE E 
必要 性 ” 反 证 法 , 令 A={z€EE: |f(z)| 之 1), 假 定 m(4)>>0, 则 
4A= 轴 E(k,=({zEE: |f(zx) | 之 1 十 1/ 站), 且 存在 6>1, 使 得 m(E) 
=1 
>0(Es= {rEE; |f(z)|>6)). 因 为 及 (z) 之 64Xs,(z), 所 以 
drm(En) 一 | 和 2Xa (x)dz<<| 1*Cz)dz. 由 此 得 Jim 挛 (z)dz= 
E E co 
十 ce, 这 与 题 设 矛盾 ， 
(2) 对 任 一 闭 区 间 了 以 及 nmEN, 在 yj 中 可 作 类 Cantor 集 瓦 ,。， 使 


得 mCHyn)>|J1 一 1/n(n€EN). 令 G,= 八 Hj,, 则 G, 是 开 集 上 有 G,= 
J 因为 m(G,) 一 0(n->o0), 所 以 我 们 有 


J fwdz = | reodz = | fdz. 
由 此 知 | A(z?dz 一 0, 根 据 , 的 任意 性 可 知 ,f(z) 一 0,a.e. zER'. 
(3) GD 对 任 给 6>0, 存 在 8>0, 当 m(e)<3 时 有 | 17(z)ldz<e 
又 由 题 设 知 ,存在 Ni,Nz, 使 得 
[fCD fdr<e >N), m(EAE)<S >No). 
(ii) 当 n 宇 Ni 十 N; 时 ,我 们 有 
Jefeeas 一 jel<] Jf, (TX (z) 一 FCz)XzCz)jdz 
< [if Ns) xen) ldz 
226 


eA A 


< ld th -fn dr < 2 
EAE 有 


例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 F(z),g(z) 在 [0,co) 上 局 部 可 积 , 且 有 


fend 起 | g(xz)dr (0<it<+ oo%). 
0 o 


车 plz) 是 在 [0,co) 上 的 非 负 递减 函数 , 且 f* PE 工 ([0,co)),g，9E 
工 ([0,co)), 则 


二 
| JCz)gCz)dz <| &(z)8Cz)dz， 
0 0 


(2) 设 jz) 是 Ri 上 正 值 递 增 函 数 , {gv,(Cz)} 是 T=[0,1] 上 的 实 值 
可 测 函 数列 . 若 有 


PN 到 a 
lim FE = 0， Ulead <M Gn = 1,2，…)， 
以 及 gs(Cz) > g(7) (n> 00, a.e.T € [10,1]), 则 


1 
lim| gs(z) 一 g(z)ldz = 0. 
meoJ 0 


总 
证 明 (1) 若 wz) 是 简单 函数 : PCz) 一 > coXo(z): co>0( 一 
kl 
1,2, ;入 ) <ta<…<tx, 我 们 有 


+% N 
| frr)dr = Ba] reoadz 
0 k=1 0 


入、 +465 
Ee Bl sde = | gr)p(zT)dr. 


车 plz) 是 递减 的 有 界 函 数 时 , 则 存在 简单 函数 递减 列 {yn(z)), 它 
在 任 一 区 间 [0,a] 上 一 致 收敛 于 (x), 故 可 得 


[reorcoadz = lim [f(z)yn(x)dz 
; jj， 


委 lim [gC2) (x)de == [garryde, 


最 后 ,对 非 负 递减 的 gz), 令 几 (Zz) 二 min{9《z),n}(nEN), 则 
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| f(z) 2)dz < [ g (Tbr)dz (a > 0). 
0 0 
从 而 根据 控制 收敛 定理 ,可 得 
[reewmdz 到 ecopreodr 
0 0 
令 ao 一 十 co, 即 得 所 证 . 
(2) GD 记 sup{z/f(z)) 二 Aw, 我 们 有 


[eeoldz= (| +| 
{z€1: Ig (WIZN {zx€1: lg (IN) 


<| (es A EE/ le lz +N.|I| 
SAv*M+N. 
这 说 明 g,€ LL([0,1])(nEN). 
(ii) 我 们 有 


ec -eoldz<| lgs(z) — galz) |dr 


1r€ls |g (7) -gmx)1/2SN} 


lgCzx) |dr 


| 2 二 gr + 
{x€1, lgs(z) 一 &m(z)112>N) 
由 f(x) 的 递增 性 ,可 知 

(gsCz) — gn(7)|/2) Sf max{|gn(z)|, lgn (7)|}) 


f(g(7)|) + fgn(7)1). 


从 而 可 得 (对 任 给 e>>0) 
Ilgn(7) 一 gm(CZ)|/2 
了 lgsCz) 一 EnCz)1/2 
< | (eel, last m flgaCx) — gaCx)1/2) 


“f(g(7) 一 gn(z)|/2)dr 
<2. 4,| [folgaC2))) 十 FlgsCz)1)]dz 


{2€1, ilgsCz) 一 enCr)1/2>N) 
委 2.4v .2M<<s (存在 N, 使 得 Aw < e/4M). 
再 对 几 应 用 有 界 收敛 定理 , 即 得 所 证 . 
例 7 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 有 EL(R")(kE Nlimfi(z)=/(z),a. e. ITER". 若 存在 
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FEZL(R") ,使 得 |f(z)|<F(z)(zER"), 目 令 
hz) = mid{— F(z),fi(7z), F(z)} 
( 即 取 中 间 之 值 ), 则 lim ,haCz)dz= | ,faDdz. 
(2) 设 ECR"(kEN) 是 可 测 集 ,m(E4) 一 0Ck>o0). 若 EL(R")， 
WW lm], f cds=0. 


(3) 设 fo(z),f.(x)(nEN) 是 [0,1]J 上 非 负 可 积 函 数 . 若 f,(x) 在 
[0,1] 上 依 测 度 收敛 于 fo(z), 且 有 


lim | 六 ccdz = | fo(z)dz, 
则 对 [0,1] 中 任 一 可 测 集 EE, 均 有 
lim| .六 opdz = | far)dz. 


(4) 设 {fi(z)}) 是 ECR" 上 的 非 负 可 测 函 数列 , 且 m(E)<<o0, 则 
{fi(z)}) 依 测度 收敛 于 零 ( 函 站 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 


filzr) A 
eit 


证 明 (1) (i) 易 知 max{ 一 F(z),min{fi(z),F(z)})}) 是 R" 上 的 
测 函 数 , 且 由 等 式 
mid{a,b,c} = max{min(a,b),min(b,c),min(a,c))}, 

可 知 hi(z)=max{—F(r),min{(fi(r), F(z)}}, 有 |hi(z)|SF (zx) 
(ER"). 

(ii) 注意 到 : 若 o>alk 一 oo), 则 

lim max{ai,b} = max{a,b}, lim min{ai,6} = min{a,b}. 
从 而 我 们 有 

limh(z) =lim max{ 一 F(zr),min(fi(r), F(zr)}} 


| 


一 max{ 一 下 (z) "im min{fi(z), F(z)}} 


=max{— F(z),min{(f(z),F(zr)})} 
=mid{— F(zx),f(zx),F(z)}. 
由 此 知 limhi(z) 二 f(z),a.e.zER", 再 根据 控制 收敛 定理 ,; 即 可 得 证 . 


229 


(2) 因为 limm(E) 二 0, 所 以 Xs,《z) 在 R" 上 依 测度 收敛 于 0. 从 而 
又 知 f(x)Xs, (zx) 在 R" 上 依 测 度 收 敛 于 0. 注意 到 | f(z)xs, (zx) | 过 
|f(z)1(xER",&kEN), 故 根据 控制 收敛 定理 可 得 


him] fdz = 各 | fxs, dz 


= | limf(z)Xs (z)dz 一 0 
六 " 
(注意 limf (zx) Xe, (x) =0,a.e. 7ER"). 


1 
(3) 依 题 设 知 sup| f(z)dx 一 M 二 十 co. 对 任 给 e>0 以 及 6: 0< 


6<e/2M, 作 点 集 E.= {xz€EE: |f,(z) 一 fo(z) | 之 e}, 则 存在 和 N, 当 之 
入 时 ,有 m(E.)<6, 且 有 


| en -- mo(z)|dz = 人 本 | | PCz) — f(x) ldz. 


注意 到 当 "过 NM 时 ,上 式 右 端 第 一 项 小 于 等 于 25M<e; 第 二 项 小 于 等 
于 e*，m(E)<e, 即 得 所 证 . 

(4) 注意 到 第 三 章 § 3.2 中 例 11 之 (2), 可 知 f(z) 在 上 依 测 度 
收敛 于 0 当 上 且 仅 当 


从 而 根据 0 才 fi(z)/(1 十 有 (zx)) 志 1, 即 可 得 证 . 
例 8 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f.EL([a,6])(n€EN), 且 有 


[f(D EM,nEN,zrE Lab), DM,<+oo, 


n=1 


则 f(z) 1 过 +o0ya.e.x€[as6], 且 有 
n=l 


[ Sdr = [epdz 
an 二 1 nilJya 


(2) 设 fEZ(R'), 且 正 项 级 数 》) 土 <co, 则 
n=1 
limf(a.x) =0, a.e.r€ER'. 
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(3) 设 fEZ((0,co)), 且 正 数 列 {a,} 中 不 会 有 多 于 5 个 数落 入 长 
度 为 1 的 区 间 中 , 则 limf(zx 十 an) = 0, a.e. x € (0,0°). 


(4) 设 fELRD,g(2)= 了 fan)1(zERYD. 荐 geELRD), 则 
纪 二 收 敏 . 

证 明 1) 注意 D.C)1<3M,<+o. 

(2) 首先 ,我 们 把 问题 转型 ,也 就 是 说 把 fasz) 看 成 是 级 数 
好 1f(ewz) | 的 通 项 (这 里 ,为 使 级 数 有 意义 , 故 取 绝对 值 ) 从 而 只 需 指 
出 


(zy 二 了 ;| Fasz)1 < 十 cc， a.e, ZE 和 R:L. 


n=l 
《此 时 , 通 项 在 x 一 oo 时 必 几 乎 处 处 趋 于 0)， 
其 次 ,应 用 积分 理论 ,只 需 证 明 F(z) 在 R: 上 可 积 . 因为 


af (de= 了 | Fasz)|dz 


| 
=- 立 二 | .lrcpldz <+ =， 


所 以 FEL(R') ,证 毕 . 
(3) 对 任意 的 5 之 0, 我 们 有 


[3 If(x+a)ldr = > |f(z+a)ldr 
人 Prt 
etlta, 2 
7 Holds 引 olde 


这 说 明 溃 (za) | 过 十 cosa.e.zE [56 二 1, 故 知 结论 成 立 , 
(4) 注意 等 式 
三 六 EE 
jeeoaz= Dlfeen d= Bl Ol 


例 9 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) (i) 设 fGz) 是 RI 上 以 了 >0 为 周期 的 可 测 函 数 , 且 
[fe ldz<eo, 则 limn ?fnz) =0,a.e.r€R'. 

(ii limleosnzl” = 1, a.e.z € RL 

(2) 设 fELRD),f,EL(RD (n=1,2,…), 且 有 

人 ep fd Sm 一 12 

则 f(z)>f(z) a. e. rER!. 

(3) 设 /EL(CR') ,a>>0, 则 级 数 5 | 二 册 | 在 R! 几乎 处 处 绝 
对 收 但 , 且 其 和 玖 数 5(z) 以 a 为 周期 , 且 SEZ([0,a]) 

证 明 0) G) 令 4= 帮 1 1dr, 则 只 需 注 意 等 式 


fF 六 Leeplac- 2 地 onlr = BD MAG 


0 n=l 
> rod = 去 4 


(ii) 考查 函数 (injcosz1)?, 易 知 它 在 [0,"j 上 可 积 , 且 是 周期 为 
的 周期 函数 . 从 而 由 (Gi) 可 知 lim(nlcosnz|/n)’=0, 由 此 即 得 所 证 . 


(2) 只 需 注意 等 式 
BD -eoldz= Df ~ fn lar 


< << 十 co. 


(3) 因为 我 们 有 
/|z + 


dz 


dz = 立 [ | + 十 


= Ee Hold = /Wd <+ %, 


[| 


所 以 3 f(z/a+) 在 [0,a] 上 几乎 处 处 绝对 收 全 由 于 以 z 十 a 代替 


Zz, 上 述 级 数 不 变 , 故 它 在 R: 上 也 就 几乎 处 处 绝对 收敛 . 又 有 
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1 | SGoDdz 三 站 rz 


例 10 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fELCRD),p>0, 则 limn?f(nz) =0,a.e.z€R. 


(2) 设 {f,(z)}) 是 R' 上 非 负 实 值 可 积 函 数 渐 降 列 , 且 f(x) 一 
0(n>o0,7ER'), 令 S(z)= nD), 则 


[sooaz= De Ddz. 
证 明 (1) 注意 等 式 
Br lf enn) |dz = pd flnz)ldz 
n=1 nl R 


i a 
2 3 bn | lf ld = Da <+ Be 


(2) 令 S,(z)= 它 ( 一 1) 和 LeCz), 则 由 题 设 知 ,Sn(z) 这 0CzE 
=-l 
R'). 而 因为 $s,(z) 一 S(z)(zER!,n 一 00), 所 以 S(z) 之 0(rzER'). 根 
据 f(x)=S1(z) 之 $3(z) 之 … 宇 San1(Z) 以 及 San(z) 一 S (zx) (rE 
Ri co), 又 知 S(z) 委 户 (z). 从 而 由 控制 收敛 定理 即 得 所 证 ， 
例 11 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 数列 {a.} 满 足 la|<inn (2 一 2,3，), 则 


| De dr = 六 还 J 
(2) 设 他 j}9 是 递减 赵 于 0 的 正 数列 ,车 有 了 兰 < oo, 邻 
k=1 


f(z) = 全 十 Tacos(kz), z € [om]， 
kl 
则 FeZ([0,r]). 
证 明 (1) 3 larlndz=— bp 二 |， ER 方 < 十 co. 令 


fC) = Ta “k“(z 之 2), 则 有 
2 


233 


limA(z) = Dak™, IfDIS Dlaln” (>2). 
no Pe n=2 


因为 六 laslx-* 可 积 ,所 以 
n=2 
4 
Vandzr 3 lim| fz)dr 
neo 


二 三 limf.(z)dz 一 | oordr 
(2) 注意 到 | f(x) |&to/2 十 十 … 十 ty 十 ts/sin(x/2) 坟 to/2 十 th 
十 … 十 所 十 tx/z, 我 们 有 


x 5。 pr/n 
jyreouz= bp A 
J 上 + 十 …… 十 和 十 四 十 De 
< 
+ 1 EE 


jo 
例 12 解答 下 列 问 题 : 
(1) 设 fEL(L0,1]),f.EL([0,1])(nEN). 若 有 
lim 1f.(0) - fen ld = 0, fln)| 
试 间 是 否 有 |f(z) | 之 1,a.e. xE[0,1]? 
(2) 设 ECR! 目 m(E)<< 十 ,车 有 


宇 1，a.e.7 € [0,1]， 


lim| fed =0; [ina la < 1 CEN)， 
试问 是 否 存在 {f(z)) ,使 得 limf,,(z) 二 0,a.e. xE E? 
(3) 设 {E} 是 R" 中 测度 有 限 的 可 测 集 列 , 且 有 
lim [lxs, 0) -fcoldz = 0, 


试 证 明 存在 可 测 集 五 ,使 得 f(x) 二 Xe(zx), a.e. ER". 
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(4) 设 {f,(z)) 是 T=[0,5] 上 的 可 测 函 数列 . 若 存在 数列 {au} : 


各 a,| = 十 oo, 使 得 awf.(z) 在 [0,6] 上 几乎 处 处 绝对 收敛 , 试 证 明 
存在 (f(x) ,使 得 lm/ =00.e.zEL. 

解 (1) 是 . 因为 依 题 设 知 ,存在 {f(z)), 使 得 limf, (xz) 一 
f(z),a.e.TE[0,1], 且 有 |f,,(z) | 之 1,a.e.xE[0,1], 所 以 当 h>o0 
时 如 得 |f (zx) | 之 1,a.e. xz€[0,1]. 

(2) 否 . 例如 f(z)=sgn(sin2x2"z)(0<zQ1), 则 |f,(zx)|<1， 
a.e.XE€[0,1], 且 有 


汪 

[Apdz=omeN，Ieo1=1，aezer[ol] 

(3) 依 题 设 知 存在 {EE ) ,使 得 limxs, (xz) 二 f(z),a.e,zE R". 故 存 
在 E=limE, ,; 且 有 f(x)=Xs(7r),a.e. rER", 

(4) 令 F(z)= Dylanfi(z)|, 则 F(z)<+o0,a.e.x€E1. 记 FE= 

nel 
{zE[0,0]: F(z)SR) ,以 及 无 = (Ei, 则 m(I\E)=0. 
hl 


Dead), eoldz= | Ferdr Sh mB) <+ oo 
n=1 E E 


因为 > |o| 一 十 co ,所 以 lim|，1f(z)1dr 一 0. 从 而 知 存在 <ns<< 
之 m4 之 … ,使 得 

| if)dr < EN), 

E 


DD <+t oo (ED BE 
mt 有 


这 说 明 六 |/，(z)1 在 为 上 几乎 处 处 收敛, 即 六 《z) 在 下 上 几乎 处 处 
收 敏 于 0 
例 13 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 假设 f(x) 定义 在 R* 上 . 如 果 对 于 任意 的 s>0, 存 在 g,h€ 
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L(R") ,满足 g(x) 三 f(z)<h(z) (zER"), 且 使 得 
| en — g(x)Jdr <e, 


则 fELCR". 
(2) 设 f,g€ELC(E). fi,giELC(E), |fi(r) I<M (KEN,rEE), 


[lf fold 0 (0), 
acer 一 SCz)ldz 一 0 (一 co)， 


则 | Acadny 一 VCz)g(Cz)ldz 一 0 (一 co). 
(3) 设 fi(z) 在 上 依 测度 收敛 于 f(z). 若 存在 FELCE), 使 得 
I EP rE ER) ,NN lim| ft)dz=| fcr)dz. 


证 明 (1) 只 需 证 明 f(z) 是 R" 上 的 可 测 函 数 . 依 题 设 知 ,存在 
{h(x)), {gr(z)), 使 得 


| Duee - gr) Jdr < EN, 
即 im] .Lh(z) 一 gu(z)]dz==0. 从 而 知 存在 {&) ,使 得 
lim[hs (x) —g,(7)]=0, BTIEf TSR zr) (rER"). 
这 说 明 lim[f (zx) 一 g(x)]==0 或 limgi (zx) 一 f(z),a.e.zER", 故 


f(z) 在 R" 上 可 测 . 
(2) 反 证 法 . 假定 存在 e>>0 以 及 {} ,使 得 


| Acepesco - fng tn) dr > e 


为 此 ,不 妨 再 假定 limf,(z) 二 f(z),a.e.zEE( 否 则 把 名 再 换 成 h,)， 
且 有 |J(z)| 委 Ma.e. zE 巨 ). 注意 到 
| 户 (z)g(z) 一 FGz)g(z)1 委 2MIg(Cz)|，a.ezE 巨 ， 


lag ce) — hen ldr SM lgscz) — gz) ldz, 
可 得 im| f(z)g(z) 一 f(z)g(z) dz 一 0, 以 及 
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lim| 1AGDascz) 一 Fa)gColdz 
<lim| lie — fre ldz 


+ lim| Acogcz - f(x)g (2) ldz =0. 


这 导致 秘 盾 , 即 得 所 证 . 
(3) 只 需 指出 对 任意 的 子 列 {/(z)), 均 存在 {f(z)), 使 得 


im] f(z)dz=| f(xydx 即 可 .实际 上 ,因为 f(z) 在 上 依 测 度 收 
得 于 f(z), 所 以 存在 {f(z} ,使 得 limfi (xz) 二 f(z),a.e.zEE. 而 由 


[fs (z)| 委 RCz)(zE 天 ), 可 知 lim| fs ceodz=| rear 

例 14 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 {fi(z)) 是 EE 上 非 负 实 值 可 测 函 数列 ,mE) 达 十 oo,， 则 存在 
正 数列 {ay}) 以 及 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 F(z) ,使 得 aifi(x) 声 
F(x),a.e.7EE. 

(2) 设 F(z) 是 [0,1] 上 正 值 递 增 函 数 , 若 有 g(z) 满 足 0<g(z) 声 
[J(z) 一 Gy)]/z 一 >y)(0<><z 和 1), 则 存在 (0,1? 上 递减 可 积 函数 
F(z) ,使 得 g(z) 秋 RCz)(0<z<1)， 

(3) 设 户 EZICORI) (n= 二 1,2,…), 且 在 Ri 上 f(x) 几乎 处 处 收敛 


于 f(z), 则 feELRD 以 及 tim ,六 zydz=| ,7(z?dz 当 上 且 仅 当 对 


任 给 e>>0, 存 在 ECRi: m(E) 过 十 ,以 及 g(x) 之 0,g EL'(R'), 自 然 
数 mo, 使 得 
| zeeaz|< se，|H(a1 gs) n>nz€ E). 
证 明 (1) 易 知 存在 {ar}: at>0CEN)，, 使 得 limarfi(z)==0， 
a.e.zE 巨 , 且 同 时 不 妨 假定 有 
| larfi(x) ldz 1 


sgT+ af < 2 


令 F(z) 二 Daifi(z)(kEN,zEE), 我 们 有 
i=] 
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Eee - PDMVG+ aaaceD]ar< 志 ， 


| (z) 一 P(x) ldr re IFn(z) — F(z)|dr 
上 1 十 lanfn(z)| < 也]. 1 十 |ainfinz)| 


< yen <1/2 (m> Rh). 
由 此 可 知 Fi(z) 在 上 依 测度 收敛 , 记 极限 函数 为 F(z), 则 由 Fi《z) 志 
Fin(z) (REN, rEE) 可 和 ,limFi(z)=F(r),a.e. rEE, 有 有 
afi(z) 和 Fr) 入 Frz) (kEN,rTEE). 
(2) 令 ACz) 一 int (LA7Cz) 一 Ar)]/Cz 一 ?7))(0<zs1), 以 及 
F(x) 二 sup{h(z)}(0<zx<<1), 易 知 F(z) 递 碱 , 且 有 g (zx) 二 F(x). 假 
定 F(z) 无 界 ,我 们 有 


[Fdr < Dn mr [on 一 1< Po 到 虽 
0 n=l 


= Dm({x € [0,1]: F(z) > 7)). 


n=0 


故 存在 [0,1] 中 递减 趋 于 0 的 正 数列 {1,} : h(t,) 之 n, 而 且 reoars 


Di 令 妨 = 了 (to) (nEN), 则 有 nC 一 41) 二 bs 一 bo 或 (ts 一 tt1) 声 
ne0 


bn/n 一 b+41/n(nEN). 从 而 对 nn 相 加 ,可 得 


bn bat but2 
n n(n 1) (人 十 1)GOa 十 2) 


再 相 加 就 有 Yo<b<7(1), 这 说 明 FEL((0,1)). 
(3) 必要 性 ” 易 知 存在 4: m(A) 二 0, 使 得 |f(z)| 在 A 上 有 界 
( 设 为 )M, 且 有 [RAE 二. 又 有 ECA: m(A\E)<e/M, 


所 (z) 在 玉 上 一 致 收 钱 于 f(z). 故 存在 no, 当 nn 之 no 时 ,有 |f"(x) 一 
f(z)|<e/m(E)(zEE). 再 由 


f= [i (Cz)dz 十 be flz)dzr 


tn 
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+ | Co - Fo]az 一 Treo - fo) dz 


可 知 J 广 Cz)dz 
710). 从 而 令 
g(z)=|f(r)|+e/m(E) (rEE), g(r)=0 (rER'\E) 即 可 . 
充分 性 ” 易 知 


| eolse fw fd om), 
R\E E 


et Mom(4WE) 十 e 十 元 NTE < ten 之 


[fw -Fi 和 | coldz 二 | ds 
有 RINE RINE 


+| [f(z) — fr) 1dr, 
E 
吻 得 两 | .17.Cz) - fn) ldz < 26. 


例 15 试 证 明 函 数列 {cosnz} 在 [一 r,x) 不 是 依 测度 收敛 到 0 的 . 
证 明 反 证 法 .假定 结论 不 真 , 则 cos:(nz) 也 在 [一 xz,r) 上 依 测度 
收敛 于 0. 由 于 |cos* (nzx) | 二 1(nE€N), 故 根据 控制 收敛 定理 可 得 


[eos* GxzJdz0tn->eo). 但 我 们 有 cos*(nz)dz 一 ,这 导致 蔬 盾 ， 
结论 得 证 . 
例 16 试 求 下 列 极限 售 ， 


+o0 
1=lim| 加 Vzdz 


A 02) I=lim | i 
ol 


1 十 z 
(3) Tim 下 二 ssin’ (nz)dzrs 


/2 
(4) I=lim| RE * arctan (nz)dz. 
meo —n/2 


解 (1) 因为 我 们 有 


LA i | 1 bd 
"1+zrlo Joll+zr): 2 Jo (+r) 
0 y<1 (0<zr<1), lm 可 y=0 (0<z<1), 


所 以 根据 控制 收敛 定理 可 得 7 一 1/2. 
(2) 因为 我 们 有 
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六 ;一 0， Ne | 


(1<z<+ oo%), 


neo ] 十 7 1] 十 mnz3 ~ 5/2 
所 以 7 全 lm Farid —0. 


. 3 
(3) 因为 1+r>2nz, 所 DY Sn)| 10 jy 


(Cz>0). 易 知 limn Mx。 sin (nz)/CG 十 m2z2) 一 0(0<z<r), 从 而 根 
据 控制 收敛 定理 可 得 T=0. 
(4) 因为 我 们 有 |sinz 。 arctan(nz)|<x/2, 以 及 


mrsinz/2， 0<<z 委 r/2， 
limsinz + arctan(nz) = 


0， 工 一 0， 


一 rsinz/2， 一 r/2 <z 志 0， 
所 以 根据 控制 收敛 定理 , 即 得 


了 一 让 Fsinzdz 一 「 5 sinzdz = xX. 
例 17 试 求 下 列 极限 值 ; 


to 2 
(1) 7 一 lim Te dz 


bg DE —z3 
(2) 1=lim (1—e ’)e™” .sintzdz; 
0 Jo 
和 dz 
(3) I=lim 日 
Teo Qt+zr/n)". Yr 
(4) r=lim|” “essin" zf 十 | dz ({(r) CR1); 


(5) 7 一 lim tet, as 
fooJ 0 
解 (1) (i) a=0. 作 变量 蔡 换 w= 二 nz, 我 们 有 
+ -2 - 
A ue “du ue Pe 
A), THEMm mT 


因为 we 下 /01 二 Cw/n) <wue 下 (wu 之 0), 所 以 
了 一 | weax = 1. 


2 
(ii) ae 之 0. 用 (i) 相 同 的 变量 替换 ,可 得 
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tm ae”dz tm pe 
了 <| 1 十 Cu/n)’ 二 小 T+ Geet ude. 


采用 与 (i) 相 同 的 控制 函数 可 得 I 二 0. 

(2) 不 妨 设 0<e<1, 则 |1 一 er ”|<2eze””, 以 及 

住 运 er le 运 2ere™* 0, 

记 被 积 函数 为 f.(z) ,我 们 有 

fo) | <2ere az>2)，|fz1 和 MGO 去 z 委 2)， 
以 及 fsCz) 一 0(e-~0). 从 而 根据 控制 收敛 定理 ,可 知 7 一 0. 

(3) 记 被 积 函 数 为 户 (z), 则 户 (z)-e (nco). 

(i) 对 zE (0,1), 我 们 有 zi 志 m2 (1 十 z/n)" 之 1, 故 f(x) 过 
1/Vz. 

(ii) 对 xzE[l,co)， 2 ZX C1, 帮 f(z) 志 (1 十 zx/n)”". 又 由 


2 
(1+z/aj= 1 二 z 十 2 二 [ 于 | 十 …>> 屏 对 > 于 Co>2), 可 知 


f(z) 过 4/z*. 从 而 根据 控制 收敛 定理 ,可 得 了 = 2 i 


(4) 令 已 ={zE(0,co): |sin(z 十 rat/n)|=1), 则 EE, 是 可 数 集 ， 
且 存 在 6,>>0, 开 集 G,: m(G,) 过 56,, 使 得 E,CG,C(0,00)(nEN), 以 及 


limsin(z + rr/ =0 (zEG= U6,). 
区 ma 一 1 
从 而 根据 控制 收敛 定理 ,可 知 
lim| e ‘sin(z rn/n)dz = 0. 
"oy (0.00N\G 


对 e>0, 取 09=e/2 时 又 有 
| e “sin"(z 十 rar/m)dr < e. 
[ooonc 


综合 以 上 结果 , 即 可 得 证 . 
(5) 记 被 积 函 数 为 f,(z). 因为 我 们 有 (zx 之 0) 
stn tltz, Ae ls 


2e 一 ， 0<z<1 
以 及 lim/(z) 一 0(0<z<co), 所 以 根据 控制 收敛 定理 ,可 知 7 一 0. 
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例 18 设 {o} 是 实数 列 , 并 作 点 集 
下 = {zE R': lime 存在 }. 
车 m(E) 之 0. 试 证 明 {as) 是 收敛 列 . 

证 明 ” 易 知 五 中 的 点 是 可 加 的 , 故 由 闫 (五 ) 盖 0, 可 知 E 一 E 沪 T= 
(—6,6),E=R'. 令 g(z)=lime™w(z€E R'), 则 对 任意 的 fEL(R'), 可 
得 (控制 收敛 定理 ) 

[repgcoaz = 加 | renpesadr 

假定 对 {a,} 的 任 一 子 列 {B,) ,有 8 一 co(n 一 co), 则 根据 Riemann- 
Lebesgue 引 理 ,得 | ,f(z)gCz)dz 一 0( 任 意 fEL(R')). 这 说 明 g(x) 
二 0,a.e. TER!. 但 这 与 lg (zx)|=1(zER') 矛 盾 , 因 此 {a,} 是 有 界 数 
列 . 

现在 ,假定 {a,} 有 两 个 极限 点 ; a 与 5, 则 取 {a,) 的 子 列 {@), (ar): 
rayar*b(n 习 00), 易 知 e” 一 e” (rE RI'). 在 等 式 两 端 对 工 求 导 , 立 
邑 得 出 a=6, 这 说 明 {a,} 只 有 一 个 极限 点 . 

例 19 解答 下 列 问题 


+oo +o 
(GD 求 I 一 | e-:cos Vzdz 之 值 ， (2) 求 1=| Zdz > 值 ， 
0 0 1] 十 e 


十 eogj 
(3) 求 I 一 |， Se5dz(o>0) 之 值 ; 


(4) 求 7 一 | 7(z)dz 之 值 ,其 中 
zlnz/(z 一 1)，0<z<1， 
f(z) 一 10， 工 一 0， 


]， T=1. 


解 (1) 用 Taylor 展 式 : e “cos Mz=2)( 一 D"xre “/(2n)1, 并 


n=0 


注意 到 [ zedz=r t=n ,我 们 有 


m0 en sn oo 2 
3 i de 之 < 之 2 之 二 + oo。 
因此 可 进行 逐 项 积分 , 即 得 
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+oo oo 。 wh bd , + ne- 
1 DD dz 


3 < o (2n)! 


Ke »_nl! 1 ,2 3! 4 
SD el + etal 


这 nl nm 有 
(2) 因为 证 二 一 pe = 1 一 :ze (z>0) ,以 及 


人 +eo 
[ 门 Jr Deldz= [rendz= 直 ， 
所 以 可 进行 逐 项 积分 ,得 到 
> "1 ze Pe 
1- DD | ze dz = DD 点 = 三 . 


(3) 因为 sm 号 一 De “sin(az) ;以 及 
n=l 


| Se "sin(az)|dz <af revdz = 竹 ， 
所 以 可 进行 逐 项 积分 ,我 们 有 


I= > sin(az)dz = De 了 


n=l n=1 
(4) 对 0<e<<1 一 6<<1, 作 变量 替换 z=1 一 y, 得 
.3 6 一 一 
『 Fndz -| G — yln(l Yay 
< 1 一 于 


站 


rl < 


1 9- e+ Di -+ 


n=2 


令 e=1/&,6=1/m(kymEN), 且 mo0, 可 得 1=1 一 了 >) jz: 
n=2 
例 20 试 证 明 下 列 积分 等 式 ， 
sinzdz 了 
(1) J 下 fnDsin Gnz)dz, 其 中 GE 
L((a,b)),0<r<l1. 


(2) f04)= 人 sze dz 一 二 一 arctant(t>0). 
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证 明 01) 注意 vsinnz) 一 [5sinz ,以 及 


pe 2rcosz 十 


> ifsintan) dz < Hf) 1dr rr <+ oo. 


n=1 ni va 


(2) (i) 在 点 o>>0 处 . 易 知 le “sinz/zi<e “(zx 之 0), 故 f(D)(t> 
0) 存 在 . 令 F(z)=1(0<z<D) ,F(z)=e “(1<z), 则 FEL([L0,o0)). 
因为 我 们 有 


i i 


lime 
人 十 oo 


=0 (zx> 0), Fz) (rz>0), 


所 以 根据 控制 收敛 定理 , 即 得 lim Fe) 一 0. 此 外 ,由 


2(e-" su 
a 


le™sinz| <e’“” (tt 之 a > 0,7z0). 
+o 
可 知 户 (D) 一 -| e-*sinzdz(t>a). 注意 到 


pr e_ “(tsinA + cosA) 1 
|e sinzdz 一 re 十 Ti 


则 令 4- 十 ce, 得 户 ()= 一 1/(G 十 2)(t>0). 从 而 对 z>0 有 


er-e Sin 工 
* 


=—e sinr (zx 之 0)， 


f(t0) 一 f(t) 一 一 『 I = arctant — arctanto. 
再 令 上 一 十 co, 即 得 f(t0) 二 /2 一 arctanto. 
Gi) 在 点 如 =0 处 . 此 时 ,sinEz 在 [0,co) 上 不 可 积 ,但 其 反常 
Riemann 积分 存在 . 令 f.(1) 一 fe -anzdz(t>>0). 并 注意 到 1f,(m)| 


本 
<| erdz—l—e— < 十, 故 limf.(n)==0. 又 由 


o 
f.0) 一 一 [esinzdz 一 esinn + eosn) 一 ee 一 1 ， 
可 知 lim 疡 (一 一 /GODG>0)，, 以 及 
IPPC 入 (+(GI+bDe-D/G 二 zz) >>0). 
令 8gr(GD) 一 万 (CDXtoaGDOEN), 则 goEZ([0,co)), 而 且 
lg EID, limego(G 一 一 1/G 十 (>0). 
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根据 控制 收敛 定理 ,我 们 有 
if fi(Wdy= lim| gn(t)dt 一 一 [> 


Tt 
Ts 一 2° 
Tn 


再 注意 到 矿 CDde= 广 CD 一 廊 (0), 又 得 limf,(0) 一 至. 
例 21 试 证 明 下 列 命题 : 
十 oo 
GD 设 AELCO,co)), 则 函数 gz) 一 上， 六 Du 在 (0,co) 上 连 
续 , 
(2) 设 f(z)， zf(z) 在 (0,co) 上 可 积 ,其 中 :过 +, 则 积分 


人 三 =reoazwe (s,D) 存在 且 是 vE (s,4) 的 连续 函数 . 


(3) 设 定义 在 EXR" 的 函数 f(z,y) 满 足 : 

(i) 对 每 一 个 >ER",f(zr,y) 是 下 上 的 可 测 函数 . 

(ii) 对 每 一 个 zEE,f(z,y) 是 R" 上 的 连续 函数 . 

车 存在 gE€ LL(E), 使 得 |f(z,y) | 二 g (xz), a.e. TEE, 则 函数 
PCD)=| /rdz 是 R" 上 的 连续 函数 . 

证 明 (1) 对 zoE (0,co), 令 0<|Az|<zo/2, 则 zo 十 Ar>zo/2， 
且 当 zo/2<z<zo 十 zo/2 时 ,我 们 有 |FGD)VCz 十 说 | 委 | GD)1/Czoy2) 
(0 和 纪 . 由 此 即 得 所 证 . 

(2) 注意 |z*f(z)|<z|f(z)|1+z|f(z)|(s<u<). 

(3) 证 略 . 

例 22 试 证 明 下 列 积分 等 式 : 

(1) 设 rw=| edz(>0), 则 PO=| einzdz. 


(2) TO 人 


dz 一 arctant. 


es 
(3) TOe| 。 “cos(2ztp)dz 一 Ye 


(4) 设 FC) 人 | :62 drtt>0), 则 FrGD) 一 PCD) 一 到 (>0). 


证 明 (1) 对 0<a<t<8, 我 人 有 总 (ze 一 zrierlnz. 此 外 ， 


又 知 
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|IxT'e lnz| re <zre” (a<t<b,r>1), 

Ize lnz| zr en(l/r) (a<ti<b,0<zr<). 

因为 gc 之 0, 所 以 可 选 s>0: a 一 e 一 1> 一 1 以 及 M>>0, 使 得 
|zrie inz| < ze zn(l/z) 
Mr! ee (a<ti<h0<r<l). 

综合 以 上 所 述 ,可 知 对 0<z<co, 有 
IlzT!e- lnz| < Mze ‘exo,(z) + zie Xo zx) (a <t<h). 
从 而 结论 成 立 ( 积 分 号 下 可 求 导 ). 

(2) 注意 |ersin Gtr)/z 1< lele |(esinGz)/z)|= 


eb 
le “cos(tz)| <e, 易 知 生 (1(1)) =| excos(tz)dz 一 (1 十 如) ,由 
0 


此 即 得 所 证 . 
(3) 注意 |e-”cos(2zt)|<e-”, 以 及 


2 


| 则 etcosc2z)) | 一 | 一 2ze-*sin(2zt) | 之 2ze 一 ， 


可 知 能 进行 积分 号 下 求 导 运算 ,我 们 有 
了 (t) 一 一 2 ze sin(2zt)dz 


+ +  ， 
一 esin(2zt) 一 对 e cos(2zt)dz 
0 0 


+o 2 
一 一 2| e cos(2zt)dz. 
0 


由 此 得 TD) 一 一 必 7G) , 故 知 TCD) 一 T(O)e 一 ,而 T(0) 一 AT 12. 


_ sin(zt) 2 tsinzt 
(4) 令 Jz 昌 = 十 敬一 元 QTzC>0)， , 取 定 :>0 的 值 ， 


f(z 在 [0, 2) 上 可 积 ,而 由 扩 (z,t) = 各 下 以 及 天 (z,o) 一 


sinzt __ _zx’ sin(zt) 
Ttri™ 1+x: xt ，t, 可 知 结论 成 立 . 
例 23 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 是 Ri 上 的 实 值 可 测 函 数 ,对 (一 1,1) 中 任意 取 定 的 xz,e“f(1) 在 


R 上 可 积 , 且 令 g(z) 一 | e= 1)dz, 则 5(z) 在 (一 1,1D) 上 可 积 . 
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(2) 设 f(z,) 定 义 在 (a,5)X (a,6b) 上 , 且 对 取 定 的 1€ (a,8),f(z,t) 是 在 
(ab) 上 的 连续 可 微 函 数 ;对 取 定 的 zxE (a,5),f(z,t) 是 :在 (a,5) 上 的 连续 函数 . 


车 存在 FEL((a,6)), 使 得 | 所 (z,2D1<F(), 则 gC0 = fa 在 (a,b) 上 可 
微 , 且 有 g CD) 一 za 二 | 六 cpdt 
证 明 (1) 对 ze( 一 1,1), 我 们 有 


le Se Te | 


> 2 H(z+ met1—1z1)/2) 
ie IfW1, 


[+sem l= | |: +14|<1 


由 此 知 对 固定 xE (一 1,1),estf(z) 在 R' 上 可 积 . 故 有 


二 ae (Ddt= uefar, 


且 对 任意 的 zxE (一 1,1), 以 及 y>z, 可 知 (z<z<yz<z'<z) 


t) 一 e=y7C) 
3 一 工 


= |ewzFGt)(z — zx)| 


人 t>0rz<y<1tz, 
< 


— efQ) | = |(e® — e*)zf (2)| 


2 


lt+z 


ly 一 zlesez(t)， t<0 2 


(类 似 地 可 推出 e"e?f(z) 可 积 ) 从 而 我 们 有 
| 。 [= 一 ef | 一 0， 


ysr， 亲人 一 守 
to, [=F -role-s 


(2) 令 Fr)= | 7z,pdt, 则 g(z) 是 F(zva) 与 zx=x 的 复合 函数 . 由 控制 
收敛 定理 以 及 f 的 连续 性 可 知 ， 


F(Z) = [ener, F(x) = fz,u). 
从 而 得 
E02) = Pb) st Fez,t) = | 天 (rpd + fz,z). 


例 24 设 FECW(R1), 上 且 F(z),F'(z) 在 Ri 上 有 界 ,F(0)=0. 对 
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5EZL(RI ,定义 f(D 一 [Fltg (x))dzwtER', 试 证 明 f(D) 在 Ri 上 可 
微 . 

证 明 首先 ,对 任意 的 1,z, 均 存在 9: 0<6<<1, 使 得 下 (tg(z)) 一 
F(g(z)) 一 已 (0) 一 天 (btg(z))tg(z) .注意 到 术 (z) 在 RI 上 有 界 , 故 
F(tg(7)) 在 R' 上 (对 z) 可 积 . 

其 次 ,对 任意 的 ;5,t(s 关 1) ER! ,我们 有 (7 位 于 * 与 上 之 间 ) 


一 SEAZ2 一 上 SEAZ2 
| 至 人 2 三 2 (Cz)) cgcz)gCz)| 
= |F'(rg(x))ge(r) — F'(tg(r))g(r)| 
2suplF'(u)||g(zx)|, 
uwER! 
Flsg(z))—F (g(r)) 
s—t 


从 而 根据 控制 收敛 定理 , 即 得 所 证 . 


lim| —F'(tg(x))g(zr) | 一 0. 


$4.4 可 积 函数 与 连续 函数 的 关系 


基本 内 容 

从 可 测 函 数 与 连续 函数 的 密切 联系 中 ,可 以 导出 可 积 函数 与 连续 函数 的 一 定 
关系 , 它 将 有 助 于 进一步 研究 可 积 函数 的 性 质 . 

定理 1 若 /EL(CE), 则 对 任 给 e>>0, 存 在 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 
&(z) ,使 得 

fiw — g(rz)ldr <é. 
注 上 述 事实 表明 , 若 /EL(E), 则 对 任 给 的 e>0, 存 在 f 的 分 解 : 
f(x) = g(7) + [f(z) ~ g(7)] = f(z) 书 Ja(z), zc 

其 中 广 (z) 是 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ,| 7*(z)| 在 已 上 的 积分 小 于 e. 

推论 1 设 fEL(E), 则 存在 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 列 {g:(x)) ,使 得 

© 各 | f(D gd) dr=0 

Ci) limgi(z)=f(7), a.€. EE. 

推论 2 设 /EL([a,6]), 则 存在 其 支 集 在 (a,6) 内 的 连续 函数 列 {gi(z)) ,使 
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GD) 各 jeo 一 mc)ldz=o 

GD limga(z) 一 FCz)，a-e。 zE Lab]. 

定理 2( 平 均 连 续 性 ) 若 fEL(R"), 则 有 
im| /f(z + — aldz=0. 
Ah) 


推论 若 /EL(E), 则 存在 具有 紧 支 集 的 阶梯 函数 列 (q(z)} ,使 得 
CD limg (x)=/(7), a.e. xEE; 


GD lim|, 1/62) -nD ldr=0. 


典型 例题 精 解 
例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL(R"). 若 对 一 切 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 w(z) , 均 
有 | ge)dr=0, 则 J(z) 一 0,a.e.zER". 
(2) 设 fEL([a,65]). 若 对 其 支 集 在 (a,5b) 内 且 可 微 的 任 一 函数 
pz) ,都 有 rw yaz=0, 则 f(z) =c( 常 数 )， a.e.zE [a,6]. 


(3) 若 ECR" 是 有 界 可 测 集 , 则 
lmm(EN (E+{h)) = mE), hER". 


证 明 (1) 采用 反 证 法 . 不 妨 假设 函数 fCz) 在 有 界 正 测 集 天 上 有 
0<<f(z), 则 可 作 具 有 紧 支 集 连 续 函 数列 {nCz)) ,使 得 


lim| .bxacz) — A(z)ldzr = 0; 
[a Sl k=1,2,..); limg(z) = Xe(z), a.e.r € E. 
由 于 |f(z)g(z)| 志 |f(z)|,x&EE, 故 知 : 
0< [fdz = | roDxecodz= lim| f(a nz)de = 0. 


矛盾 . 
(2) 对 任意 的 支 集 在 (a,5) 内 的 连续 函数 g(z), 作 h(x): 支 集 在 
(ov 内 的 连续 函数 , 且 满 足 | h(z)dz 一 1, 令 


Fz) 一 sea 二 faa a [ewa, EE Ed 
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易 知 g(x) 的 支 集 在 (a,5) 内 , 且 有 
yz) 一 &(Cz) 一 hz ede， zE [a,6]. 
从 而 由 题 设 可 得 
0= fs (zp' (xz)dz = [role) 一 Acz| gcd) dz 


5 中 
= | jz)g(z)dz 一 | JCz)hnGz)dzr eeodz 


= [lr [fr war) end. 
因此 我 们 有 
f(z)— [rca =0, a.e. rz€ [a,6]. 


即 得 所 证 . 
(3) 考查 特征 函数 Xe(z), 对 于 hER”, 我 们 有 
Xet+in(z) = X(T — h), Xencerny (rT) = Xe(z — h)* Xe(x). 
从 而 可 得 


m(EN (E+ {h)) = | xc ,Xe(z — hdz. 
因 为 我 人 有 m(E)=[ .Xs(z)dz 一 人 MGedz, 所 以 得 到 
Im(EN (Et {kh})) ~— m(E)| 
< [Me Nez —b) ~ Xe ldz 


< [le A) — Xn) ldz. 


根据 可 积 函 数 的 平均 连续 性 可 知 , 上 式 右 端 当 |h|->0 时 趋 于 零 . 即 得 
所 证 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) (Riemann-Lebesgue 引 理 的 推广 ) 若 {g, (zx)} 是 [a,65] 上 的 
可 测 函 数列 且 满 足 

(D) lg(z) 1M(zrELa,b)) (n=1,2,.%); 


Gii) 对 任意 的 cE[a,6]; 有 lim| g(x)de 一 0， 
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则 对 任意 的 fEZ([a,o]), 有 
lim| f(z)g(z)dr = 0. 
weoo) [a,b] 
(2) 设 {} 是 实数 列 , 且 入 一 十 oo Cr>co), 则 点 集 
4 总 {zeR', limsinX,z 存在 } 
是 零 测 集 . 
证 明 (1) 对 于 任 给 的 s 之 0, 可 作 阶 梯 函 数 Y(z) ,使 得 


fre — 97z)|dzr < py 
不 妨 设 9Xz) 在 [a,b) 上 有 表示 式 
Hx) = Se. (2), x€ [4,6), 
其 中 a=zo<zi 过 …< 之 z=b. 因 为 
| eg) | 安 > | eeedz 
且 从 假设 可 知 存在 no, 当 n 汪 no 时 ,上 式 右 端 小 于 e/2, 所 以 
| ng)dz |< 人 
[a,6] 2 
最 后 , 当 nn 之 no 时 ,得 到 
[fee.caa| 


5 
< ere vr) JenC)dz | 十 中 rsscodz| 


<Md| f(z) 一 wz)ldz 十 二 <<e 


(2) 令 fz) 二 limX4(z)sinhz,zER', 则 由 上 例 可 知 ,对 任意 的 
m(B) 达 十 oo 的 可 测 集 BE R!, 有 (有 界 收敛 定理 ) 
| red 一 lim | xsinkzdz = 0. 
这 说 明 f(x)=0, a.e.xER!. 另 一 方面 ,我 们 有 
[faz = im| sinzhzdr = lim 二 | Ll 一 cos2xz]dz 
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= Dm(B N 4) — lim 于 | cos2kzdz = SmCB N 4). 


由 此 可 知 m(B 门 4)=0, 注 意 到 B 的 任意 性 , 必 有 mm(4)=0. 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 fEL(R'),@B(z) 满 足 

$0) =0, |B) — BWISIr—y), ryER!, 

则 B[f(z)]J 在 R! 上 可 积 . 

(2) 设 f(z,y) 在 R'XR* 上 分 别 是 一 元 连续 函数 , 则 存在 /EE 
C(R*)(nEN) ,使 得 

jimjn(z,y) = f(z,y), (zy)ER:. 

证 明 (1) 作 /,EC.(R') (n==1,2,…)(C.(R!) 表 示 在 Ri 中 具有 

紧 支 集 的 连续 函数 类 ) ,使 得 
limfs = 07, aee, Dfinks) fn dr <+ om. 
从 而 有 
BLf Cz)J—BLf C2))= 2 {BLfrn Cz) — BLf(z)]), a.e. rER'. 
n=1 


注意 |B[fir2(z)] 一 BLf,(z)]| 志 |fn(z) 一 f(x)|, 即 可 得 证 . 
(2) 不 妨 假 定 |f (zx,y) | 三 M( 否 则 取 反 正切 ), 作 g(x,y) = 


fade, 则 当 |z| 十 |y|<R 时 ,有 
lg(z++h,y+h) — g(r,y)| 


+ 


y ‘y+h 
<| fri) = fowldt | [frst) de 
y 
=- 六 reod| 
{8 y+ 
< era) fdldt | epld 
9 3 


由 此 知 gE CCR2). 再 注意 lim &E 几 二 全 二 《es 一 f(z,y) 即 可 . 


例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL(R'), 作 g(xz)=f(z 一 1/z) 《zr 关 0),g (0)==0, 则 
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gELR), 上 且 有 ,f(adz=] eczdz 
(2) 设 fEL(RY) 目 f(z) 之 0(zER'), 则 存在 闭 集 列 : FCF:CC 
“CFCC… ,使 得 
m(R\JF,)=0, fEC(F,) n€N). 
n=1 


证 明 (1) 注意 到 可 用 简单 函数 逼近 的 方法 ,我 们 只 需 指 出 积分 
等 式 对 jz)=XMoan(z) 成 立即 可 . 为 此 ,车 令 匹 = (z: asz 一 1/z<b)， 
则 g(z) 一 Na(z). 因为 我 们 有 表示 式 

g-|s= 4 6— gr4 |u|t B44 b+ pt | 

2 2 


所 以 得 出 gC)dz=m(E)=5~a=| f(z)dz. 


(2) 取 gECCRD CnEN), 使 得 [1f Cz) 一 (zx)1dz<47"， 
limg(z)=f(z)(zER'\Z,m(2)==0). 作 开 集 列 与 闭 集 列 : 

GIDGIO%IGI IZ, mG) <2™, 

及 一 QA {z: [hn(7) — B72) 入 2 NG， 
易 知 CFzC…CFC…, 且 B(x) 在 F， 上 一 致 收 合 于 f(z). 从 而 又 
知 fECCF,)(nEN). 

记 44={z; In(z) 一 Bp(z)|>>2™), 则 4 是 开 集 , 且 有 Xa(z) 撩 
2 gn(z)—R(7z)| ,XaEL(R'), 以 及 


(n € N), 


| xucz)dz Et 2|, IgGCz) — hr) dr 


We 2 lf — Rn(z) ldr+ 人 ve — Rlz)ldr 


< 2 
RI\F.CG.U UA CeEeN)， 
Ren 
m(R\F) SmG) + DmA)S2" + 42", 
kn 
从 而 可 得 m(RNUF,) =m( RNP) =0. 
n=1 n=] 
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例 5 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 C00,27) 是 可 测 集 , {名 } 是 任 一 实数 列 , 则 


lim| cos*(nz 二 + 6)drt= TmCE). 
nroo) E 2 


(2) (Riemann-Lebesgue 引 理 又 一 推广 ) 设 /€ LL((0, oo))， 
fa,b]C(C0,co) 是 与 正 数 和 有 关 的 区 间 , 则 


ba 
lim| f(r)cosirdr = 0. 
ond oy ， 
证 明 (1) 注意 等 式 
cosi(nzt + 6&) 一 让 十 到 cos2nz “cos26, 一 了 sin2mz 。 sin2é,, 


并 根据 Riemann-Lebesgue 引 理 可 得 证 . 
(2) 因为 我 们 有 等 式 


一 x/A 
S 一 Pfc)eosazdz 一 一 | 用 十 于 jcosxde， 
双 一 


所 以 得 到 


25< | ro- 十 于 | 


由 此 即 可 得 证 、 
例 6 试 证 明 下 列 命题 
(1) 设 Y(z) 是 R: 上 的 有 界 可 测 且 以 人 >0 为 周期 的 函数 ,f€ 
ZL(7)(I 是 一 个 区 间 ), 则 
和 
lim | f(x)900dr = | 二 [vcraz| (fe0az). 


(2) (Féjer) 设 yz) 同 上 , {和 } 是 实数 列 ,fFEL(R'), 则 
lim| ,rz 十 )dz 一 | 让 weaz| (reoazj. 


十 mA tA 
dt 17Ge) 1det 『 [fl2) 1dr. 
机 人 


注 lm fC)sinnzdz=0(f ELRD)). 
证 明 (1) 不 妨 候 定 | gz)dz 一 0| 否则 考查 4(z) 一 P(z) 一 


Jvzydz/T). 又 设 B(z) = 人 cd, 则 由 wCz) 的 周期 性 以 及 
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wmaz=o 可 知 ,16(z) <[ we ldz(zERD). 这 说 明 @(z) 在 RR! 
上 有 界 : |@(z)| 和 MKCzERI). 从 而 对 任意 的 区 间 /一 [a,b] ,由 
人 ramaz 于 [ wpdz [QU) 一 9(la)]， 


可 得 | ramdz-o 1 一 十 ce) ,因此 ,对 任意 的 阶梯 函数 的 有 限 线性 


组 合 之 函数 g(z), 也 有 
im gC)90r)dz = 0. 


现在 ,对 任 给 。>0, 作 1 上 的 阶梯 函数 的 线性 组 合 g(x), 使 得 
| If 一 gCn)14z<e/M. 我 们 有 


|freeramaz | <| fw -en) 1gaz) 1dz+ |feeepwomdz 


<e+ eeeonaz|. 
由 此 即 得 所 证 . 
(2) G) 设 f(z)=Xisn(z), 且 Ig(z)1<M(zER'), 则 


| reepwoz 二 A)dzr 一 J ponz 十 加)dz 


» 


ke _ 1/n — a) [7 
1 rodz = 1 [8 [ramdaz+4 


其 中 14.|<| 1g(z)ldz<MT. 由 此 可 知 
tim ,roeoz + jdz = 8 adz 


从 而 对 f(z) 是 阶梯 函数 命题 结论 也 真 . 
(ii) 设 FE 工 (R'), 则 对 任 给 s 之 0, 可 作 阶 梯 函 数 六 (z), 使 得 


lf -hn) ldr<e 记 /= 未 | yz)dz, 则 由 不 等 式 


fdcemta) dr| <| fa Cesta) dz| +aMe 


易 知 
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lim | [fp + %) — Ldz | < 2Me. 
例 7， 设 {7,},{X,} 是 实数 列 , 作 点 集 


E= {ze R:， Breos nr + | <+ oo}， 


车 m(E)>0， 试 证 明 沁 In|<+~ 
证 明 (0) 对 AEN， 作 点 集 
B= {z GE Ri Dreos ns + 0) <k)， 


显然 有 ECEi1(kEN),E= U i 且 m(E1)>m(E)(k 一 oo0). 从 而 知 


存在 ,使 得 m(E) 之 0， 且 可 作 EE, 中 的 子 集 FF: 0<m(F)<< 十 co, 推 
知 


> Iral| leos nz 十 入 )|dzx 


n=1 


三 | SrcosCnz + %) dr Ch m(F) <+ oo. 
Fn=1 


Gii) 注意 到 |eosz| 有 周期 ,而 且 十 | lcoszldz 一 二 , 故 引用 Fejer 
公式 ( 例 6 之 (2), 取 f(x) 二 Xe(z)), 可 得 
lim| lcos(nzt 十 入 )ldr 一 ZCF). 
moo 下 nx 


这 导致 六 |m|< 二 cc. 
n=l] 


§ 4.5 ” Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 的 关系 


基本 内 容 


前 面 几 节 ,我 们 已 经 基本 上 建立 了 Lebesgue 的 积分 理论 ,在 进一步 介绍 这 一 
理论 的 其 他 内 容 以 前 ,我 们 先 来 揭示 它 与 Riemann 积分 的 关系 . 这 一 关系 可 以 用 
一 个 公式 来 表达 , 它 不 仅 说 明 Lebesgue 积分 是 Riemann 积分 的 一 种 推广 ,而 且 为 
一 般 有 界 函 数 的 Riemann 可 积 性 提供 了 一 个 简明 的 判别 准则 .本 节 仅 讨论 一 维 的 
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情形 . 在 这 里 要 用 到 Riemann 积分 理论 的 下 述 事实 : 
设 f(z) 是 定义 在 I=[a,5]J 上 的 有 界 函 数 . {A} 是 对 [a,6] 所 作 的 分 划 序 列 ; 
AW,a=7Im LIL r= (n=1,2,), 
|A®| = max{zo — z®: 1 <i<h)}, lim14” 1 一 0. 
若 令 (对 每 个 ; 以 及 加 
MY” = sup{f (7): x Sz EZ}, 
m" = inf{f(7);: z® < rr}, 


则 关于 f(z) 的 Darboux 上 、 下 积分 下 述 等 式 成 立 : 


到 和 
| ro 一 lim>MPGCzm — xz,), 
本 de 


4 
fdr = lim mm (xz™ 一 rz"). 
J ao 全 


引 理 设 /(z) 是 定义 在 7=- [a,b] 上 的 有 界 函 数 , 记 w(z) 是 f(z) 在 [a,bj 上 的 
振幅 (函数 ) ,我 们 有 


[Re = fear 一 rear， 


左 端 是 w(z) 在 工 上 的 Lebesgue 积分 . 

定理 1 若 /(z) 是 定义 在 [a,b] 上 的 有 界 函 数 , 则 f(x) 在 [a,b] 上 是 Riemann 
可 积 的 充分 且 必要 条 件 是 : f(z) 在 [a,b] 上 的 不 连续 点 集 是 零 测 集 . 

定理 2 若 f(z) 在 1=[a,b] 上 是 Riemann 可 积 的 , 则 f(z) 在 [a,b]J 上 是 
Lebesgue 可 积 的 ,其 积分 值 相同 . 

我 们 以 上 说 的 是 [a,5] 上 有 界 函 数 的 Riemann 积分 ,对 于 无 界 函 数 的 瑕 积分 
以 及 无 穷 区 间 上 的 反常 积分 ,情况 就 不 同 了 , 它 原本 是 一 种 在 Cauchy 极限 意义 下 
的 积分 思想 : 


要 
[fear = 各 | reodr， Treoaz = lim 『 fn)dz. 
a : ty 


而 下 述 命题 表明 ,此 时 Lebesgue 积分 指 的 是 绝对 收敛 的 积分 . 
定理 3 设 {E} 是 递增 可 测 集合 列 ,其 并 集 是 EE， 
fELE) (k=1,2,%). 
着 极限 lm |。|7(z)1dz 存在 , 则 EL(E), 且 有 


[fw = lim|, fer)dz. 
| 
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典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 非 负 函 数 , 且 对 任 给 es 之 0, 有 7E 
R([e,13), 则 feZ([0,1]) 当 且 仅 当 存 在 极限 lim| f(z)dz. 

(2) 设 玉 C50,1J 是 闭 集 , 且 m(F)=0, 则 XiE€ RC(L0,1]). 

(3) 设 fER([a,b]),g€ER([a,b]),EC[a,bJ 且 E=[a,bj. 若 
f(x)=g(z)(zEE), 则 | fz)dz=| g(x)dz. 

证 明 (1) 证 略 . 

(2) 对 xo€ (0,1) 且 zoE 玉 , 则 存在 9>>0, 使 得 丰 (z) 一 0(zo 一 9<< 
Xxo 十 0). 这 说 明 Xr(z) 的 不 连续 点 集 的 测度 为 零 . 

(3) 设 Z,,Z, 是 f(z),g (zx) 的 不 连续 点 集 , 则 m(Z1UZ)=0. 若 
XzoEZ1UZs, 则 由 题 设 知 存在 {zx,): zxo(n 悦 oo), 使 得 f(x,) = 
g(zn)(nEN), 且 有 

f(zo) = limf(z,) = limg (x,) = gt 
这 说 明 f(x)=g(x)(xEZ1U22). 证 毕 . 

例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 f(x) 是 [a,5b] 上 的 有 界 函 数 ,其 不 连续 点 集 记 为 D. 若 DD 只 
有 可 列 个 极限 点 , 则 f(x) 是 [a,5] 上 的 Riemann 可 积 函数 . 

(2) 设 f(z) 是 R! 上 的 有 界 函 数 , 若 对 于 每 一 点 xER' ,存在 极限 
limf《z 十 h), 则 f(z) 在 任 一 区 间 [a,b] 上 均 是 可 积 的 . 

(3) 设 fER([o,1]), 则 f(z) 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 . 

证 明 (1) 由 题 设 可 知 ,f(zx) 的 不 连续 点 集 是 可 列 集 (参阅 第 一 
章 ). 

(2) 由 题 设 可 推 知 ,f(z) 的 不 连续 点 集 是 可 数 集 (参阅 第 一 章 ). 

(3) 注意 g(x) 二 xz? 在 [0,1] 上 是 严格 单调 的 ,因此 f(x?) 与 (x) 
在 [0,1] 上 的 不 连续 点 集 是 相同 的 . 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

(CD 设 ECL0,1], 则 Xs€E RC(L0,1]) 当 且 仅 当 m(E\E)=0. 

(2) 设 fER(L0,1]) 上 且 有 a<f(z)<b,g€Cl[a,6]), 则 g[Lf(x)] 
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在 [0,1] 上 Riemann 可 积 .但 反之 则 不 一 定 . 

证 明 (1) 只 需 指出 {zE [0,1]: w(x)>>0}= 琴 \, 其 中 w(z) 是 
Xe(z) 在 [0,1] 上 的 振幅 函数 . 

(2) 记 f(x) 的 连续 点 集 为 E. 车 z,oEE, 则 因 g(x) 是 连续 函数 ,所 
以 gLf(z)] 在 xoEE 处 连续 ,这 说 明 g[f(z)] 的 不 连续 点 集 必 为 零 测 

反之 , 作 G= (一 2 ,ri 十 27")(mEQ,iEN), 且 记 F=[0,1] 


\G, 则 是 闭 集 且 无 内 点 ,m(F) 之 0. 现在 作 函 数 
f(z) = d(z,F), g(r) 一 XioCz)， 
则 fEC([L0,1J),gE€ RC(L0,1]) ,但 我 们 有 
8[f (72)] = Xe(z)， 

它 在 [0,1] 上 不 是 Riemann 可 积 的 . 

例 4 解答 下 列 问题 : 

(1) 试 在 [0,1] 中 作 一 零 测 集 Z, 使 得 任意 的 fe RC([0,1]) 的 连续 
点 集 cont (了) 与 Z 之 交集 均 非 空 集 . 

(2) 设 f(x) 在 [a,5b] 上 有 原 函 数 . 若 |f1E€ R([a,b]), 试 证 明 f€ 
R([La,b]). 

解 (1) 令 {7,}=[0,1]MQ, 和 且 记 (EN) 

E= -2 "r+t2 "™), = (|E, 


n=l 


则 mm(CED<2-4 ?了 (REN),m(E) 二 0. 因 为 EE 是 Gs 型 集 ,所 以 [0,1]\E 
是 FF, 型 集 . 因为 连续 点 集 cont (f) 是 [0,1] 中 的 稠密 Gs 集 ,所 以 
cont( 户 是 第 二 纲 集 . 由 于 [0,1]NE&kCEN) 是 无 处 稠密 集 , 故 


[o,1J\E = U ‘oJ\E) 
km] 


是 第 一 纲 集 . 这 说 明 cont (门下 天 他. 

(2) 由 题 设 知 f(x) 的 不 连续 点 必 是 第 二 类 间断 点 ,再 注意 到 函数 
f(x) 具 有 中 间 值 性 质 , 故 该 不 连续 点 也 是 |f(z)| 的 间断 点 . 由 于 
jf(z)| 的 不 连续 点 集 之 测度 为 0, 而 |f(z)| 是 有 界 的 , 故 f(z) 有 界 ,证 
毕 . 
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$4.6 重 积分 与 累 次 积分 的 关系 


基本 内 容 


研究 重 积分 与 累 次 积分 的 关系 是 数学 分 析 中 最 重要 的 课题 之 一 . 在 Riemann 
积分 的 理论 中 ,如 果 f(z,y) 在 1 二 [a,b]X [c,d] 上 连续 ,那么 下 述 等 式 
rearty= fF{f reay)ar 
成 立 . 本 节 的 目的 是 要 在 Lebesgue 积分 理论 中 建立 类 似 的 定理 一 一 Fubini 定理 . 
虽然 它 的 证 明 要 繁 难 一 些 ,但 由 于 在 应 用 上 的 简便 性 ,这 一 努力 是 有 价值 的 . 
(一 ) Fubini 定理 


不 失 一 般 性 ,我 们 令 n=p 十 g, 其 中 p,q 是 正 整数 ， 
Re: 工 一 (kb) 
Rs y= (briskptarn s€)s 
Re = R? X Re (zy) = yee bys ). 
并 记 定 义 在 R" 上 的 函数 了 的 积分 为 
i dzdy = | rrdzdy 

定理 1 (Tonelti, 非 负 可 测 函 数 的 情形 ) 设 f(z,y) 是 R"=R*XR* 上 的 非 负 
可 测 函 数 , 我 们 有 

(1) 对 于 几乎 处 处 的 zER?*,f(z,y) 作 为 y 的 函数 是 R*Y 上 的 非 负 可 测 函数 ， 

(2) 记 Fr(z) = | 。7z,y)dy, 则 Pr(Cz) 是 R' 上 的 非 负 可 泗 函 数 ， 


(3) | Fr(z)dz=| dz| fz, dy= [f(z drdy. 
注 1 在 上 述 定理 的 条 件 下 ,也 有 结论 
feardy = | do| red 


注 2 若 f(z,y) 是 ECR* 上 的 非 负 可 测 函 数 , 则 可 用 f(z,y)Xe(z,y) 代 矢 定 
理 中 的 f(z,y), 可 得 
[epdray = [dref Xe ydy. 
定理 2(Fubini ,可 积 函 数 的 情形 ) 若 fEL(R"), (x,y)ER"=R*XR*, 则 
《iD 对 于 几乎 处 处 的 zER?,f(z,y) 是 R* 上 的 可 积 函 数 . 
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GD 积分 | 。7tz,??dy 是 R* 上 的 可 积 函数 . 


GiD | rcz,pazdy = dz fdy = | dy rcioar 
注 1 在 被 积 函 教 变 号 且 不 知 其 是 否 可 积 时 ,不 妨 先 取 绝 对 值 再 进行 讨论 . 
注 2 即使 f(z,y) 的 两 个 累 次 积分 存在 且 相 等 ,f(z,y) 在 R" 上 也 可 能 是 不 


可 积 的 . 例如 f(z,y)=zy/(z? 十 y)?,(z,y)E[ 一 1,1]X[ 一 1,1]. 
1/z’, 0<y<z<1， 


注 3 re 0<z<y<1, 则 [ofreepaz=-Dg 有 
0， 其 他 ， 
1 
[az fdy =1. 
注 4 设 f(z,y) 定 义 在 IXJ 上 ,上 且 有 
GD 取 定 rE 77(z,y) 在 ,上 可 积 ,而 且 | f(x,y)dy 是 xE7T 上 的 可 积 函数 ; 


(ii 取 定 yEJ,7Kzvy) 在 7 上 可 积 ,而 且 ,f(z,y)dz 是 了 上 的 可 积 函数 ,但 
(zy) 仍 有 可 能 不 是 二 元 可 测 函数 . 

注 5 设 ECR' 且 天 =Ri,f(z,y) 定 义 在 RIXR! 上 . 若 对 取 定 zE€E,f(z,y) 
是 yER: 上 的 可 测 函 数 ; 对 a.e. y€EE,f(z,y) 是 zER! 上 的 连续 函数 , 则 f(x,y) 
在 RiXR! 上 可 测 . 


(二 ) 积分 的 几何 意义 


大 家 知道 ,积分 与 测度 是 相通 的 ,下 面 我 们 将 通过 (一 ) 中 的 定理 来 讨论 低 维 
欧 氏 空间 中 点 集 与 高 维 欧 氏 空间 中 点 集 之 间 的 测度 关系 ,并 给 出 积分 的 几何 意 
定理 3 设 已 是 R" 一 R*XRs 中 的 点 集 ,对 任意 的 zER?*, 令 
E.= {y € R’: (zr,y) € E}, 
称 它 为 点 集 已 在 z 处 的 截 段 集 . 若 匹 是 可 测 集 , 则 对 几乎 处 处 的 z, 正 * 是 R? 中 的 
可 测 集 , m (E:) 是 R 上 (几乎 处 处 有 定义 的 ) 的 可 测 函 数 且 有 m(E) = 
人 mkEodr: 
定理 4 若 包 与 E; 是 R? 与 R' 中 的 可 测 集 , 则 ElXE 是 R*XR* 中 的 可 测 
集 , 且 有 m(EXE:)=m(E) * m(E). 
推论 (可 测 函 数 图 形 的 测度 ) 设 /(z) 是 EE 上 的 非 负 实 值 可 测 函 数 , 作 点 和 集 
Ge(f) = {(7,y) E Rt, x € E,y = f(7)}, 
称 它 为 y=f(z) 在 E 上 的 图 形 . (注意 ,E 是 R* 中 的 点 集 ,Ga( 让 是 Rt' 中 的 点 
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集 . ) 我 们 有 m(GCeCD) 一 0. 
定理 5( 积 分 的 几何 意义 ) 设 f(z) 是 EE 上 的 非 负 实 值 函 数 , 记 
G(f) =G(N) = {ry ER rE E,0<ySfz))}, 
称 它 为 y=f(z) 在 E 上 的 下 方 图 形 . 我 们 有 下 述 结论 : 
G) 车 f(x) 是 可 测 函 数 , 则 G(f) 是 R"*! 中 的 可 测 集 , 且 有 m(G( 有 )) = 


人 reoar 

(ii) 车 EE 是 可 测 集 ,G(/) 是 Ri 中 的 可 测 集 , 则 f(z) 是 可 测 函 数 ; 且 有 
m(G(1))=|,1(z)dz. 这 正 是 Riemann 积分 中 曲 边 梯 形 面积 意义 的 推广 . 

(三 ) 卷 积 函数 .分布 函数 

设 /(z) 和 8g(z) 是 R 上 的 可 测 函 数 , 若 积分 

re 一 2)8(y)dy 

存在 , 则 称 此 积分 为 了 与 g 的 卷 积 , 记 为 (1 x g)(z). 

注意 ,这 里 的 f(z 一 y) 是 (x,y)ER"XR" 上 的 可 测 函 数 . 

定理 6 若 f,gELCR"), 则 (fxg)(x) 对 几乎 处 处 的 xER" 存 在 ,(f * g)(z) 
是 R" 上 的 可 积 函 数 且 有 

[er wa < (feer) (le la). 


定义 设 f(z) 在 E 上 可 测 , 则 称 
f.W=m{rEE: f(r|>N), 4>0 
为 F(z) 在 已 上 的 分 布 函数 . 显然 , 太 . (是 (0,=>) 上 的 递减 函数 . 
定理 7 设 f(z) 在 巨 上 可 测 , 则 对 1 委 p<ce ,有 


[recordaz= pf. ada. 
¥ 人 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 fEL([0,o0)),a>>0, 则 有 


de i ni Ndy 
| sinazdz| f(y)e dy=a|, a ye 


(2) 对 XER”" 1!1(n 之 1),tER', 记 (z,t) 为 
《zt) = (ToT29 "Test) 所 R". 
262 


设 匹 是 R 一 中 可 测 集 ,A 之 0, 点 集 
A= {(az,ah): zc 天,0 委 ac 入 1) 
是 以 为 底 、 高 为 h 且 顶点 为 0 的 锥 , 则 m(A)=Em(E). 
证 明 (1) (i) 因为 


| sinaze- dz = 二 4 (rz> 0),， 
0 


a 二 +y 
所 以 只 需 阐明 积分 可 交换 次 序 . 
(ii) 考查 二 元 可 测 函 数 sinaz， f(y)e”, 它 不 是 非 负 的 ,从 而 要 
研究 它 的 可 积 性 . 为 此 , 取 其 绝对 值 并 将 对 z 的 积分 范围 限于 [6,X]: 
0 过 6<<X 过 十 oo. 此 时 有 


十 co 
| | |sinaz * f(y)e-=|dzdy 
.0 
X 十 co 十 co 
<| ole sady < x wldy, 
这 说 明 sinar，f(y)e-* 在 [6,X]X[0, 十 co) 上 可 积 .于 是 我 们 有 
[sinazdz poye-wdy = [ropay| sinaze-mdz. 
(iii) 注意 到 (根据 积分 第 二 中 值 定理 ) 
[fe-msinazaz|< 2, 0<d<X<+%, 
由 控制 收敛 定理 即 得 


+ +% Xx + 
| sinazdz| f(yYe dy= lim | sinazdz| f(ye “dy 
. x a 


+ x 
lim | fwdy| sinazre dz 
a 


pe i 
| fC)dy| sinaze dy. 
0 0 


(2) 当 (z,tE4 时 , 即 z 一 az,t 一 oh, 也 就 是 ae 一 zh,az 一 tz/h 从 
而 当 0<tz<h 时 ,有 


A A{zER™', (zD) € 4 = (£2 2€ EB). 
易 知 m(A4,) 二 (1/h)"!im(E), 由 此 可 得 


I 
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mm 一 | .zacodx = de] ast dz 


= [de] dr = | mchod = HE ed 


= A CE): 
n 
例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(z,y) 在 [0,1]Xx[0,1] 上 可 积 , 则 
天 过 人 es 可 [[ [rear]ay 
(2) 设 f(z,y) = 三 一 当 (zr 十 六 之 0) ,00,0) 二 0, 则 


了 一 由 freepazjw = 0. 
(3) 函数 7(z,?) 一 zy/(z 十 2) 在 [一 1,1]X[ 一 1,1] 上 是 可 积 
的 . 
(4) 画 数 fr) 一 ( 环 一 2/(z2 十 2((z,3) 天 (0,0)),7(0,0) 
二 0 在 [0,1]X[50,1]J 上 不 可 积 . 


证 明 (1) 1=[ [| fe se ey 
=[ [ff sd jay 


=-[ redzjar 
(2) f(z,y) 除 点 (0,0) 外 皆 连 续 , 且 有 |f (zx,y)|<1((x,y)E€ 
[0,1]X[0,1]), 故 FEZ([0,1]2). 从 而 重 积分 可 交换 次 序 , 而 f(x，y) 
= 一 f(y,7X), 故 知 I=0. 
(3) 记 D=[ 一 1,1]X[ 一 1,1J. 注意 到 积分 等 式 (y 取 0) 
1 |zldz 本 引 地 xdz a 训 2 和 汪洋 
ci 


oz 十 六 区 
1 2 
六 pm -ev 


fml + ja = j= Ut a <+ oo, 


» 
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我 们 得 到 ( 取 绝 对 值 后 可 交换 积分 次 序 ) 
Treaty=| bp ES <+ ~. 
(4) 我 们 有 积分 信 信 计 
[ewlarny>| f(z) ldzdy 


tr 219F0,72 + EL) 


=[[ cos20 rarao> 六 Sos26d dO | 宇 dr ed 


例 3 试 证 明 下 列 积分 公式 : 


ed dzdy + lnz 7 
w=) | qr 322idz=- 玉 


drdydz 有 ok 
人 | ry "n=|, 


= (0<ry<1,0<z<+ %}. 
(3) 设 f; [0,1J>[1, 吕 ), 则 


(jreas) 人 Inf(z)dz]< [ fx)lnf (rx)dz. (#) 
证 明 《1) 我 们 有 等 式 (注意 被 积 函 数 是 非 负 的 》 
ly 


to0 -U2 | too 
fy de Va 
| ti 1 十 2 > 


faictanz 
2 


dz, 其 中 


= (十 pe + zy) 
-| a 用 i ij 


es 1+zy +®m lnz 
-| 有 in 区 0 ”= i 
(2) 注意 到 被 积 函 数 是 非 负 的 ,我 们 有 


i dzrd 全 ds 
一 YW +r) 十 yz 
{0<z,y<1} 
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ee i dzrdy [| 2 dz 
i 


{9x yl} 


= | =]: | 


10<ioy<1i 


n 1 
=3| fin(l 十 z) 一 Inrjdz = rln2, 
0 


的 
本 dzdy 
! | 号 由 (1 十 rz?)(1 十 yz 


{10<zy< 1 
st 和 ~ farct . 
-| | ma) d= (ss) dz. 
(3) 〈[0， 1 了 了 人 [0， 1]X[50,1]) 不 妨 假 定 infeZ([0,1]), 则 由 


(2)<e, 
ow<(, es A 0<Inf Sf Inf Cx), 


可 知 式 (*) 左 端 积分 存在 . 又 由 int<tlnt(t>>0) 可 知 
[> Cadz] | Jareaz| 三 [reom f(z)dz 


= fonf on + fwInf (a) dzdy 


-地 [flnf Cz) + fo)Inf Cy)Jdzdy 


2 1 


ff | fy) 
区 3 sal [7 一 Fnl res f(r) ju dy 0. 
例 4 解答 下 列 命题 : 
《1) 设 有 定义 在 [0,1]X[0,1J 上 的 函数 
1， rE€Q, 
{DD [2 rE€EQ, 


试 求 7 一 | f(z,y)dzdy 之 信 . 
(2) 设 f(z) 在 Ri 上 非 负 可 积 , 且 有 
了 一 Tree 十 y)dzdy = 1， 
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试 求 J 一 | ,f(z)dz 之 值 . 

(3) 设 EC[0,1]Xxf[o,1], 且 令 

4 = {(z1/2,72/2): (zzz) € E}, 
B= {(tzitzast) € [0,1: (rz)E 天 tcE[01])， 

其 中 [0,1] 会 [0,1]Xx[0,1]X[0,1]. 试 求 m(4) 与 m(B) 的 值 . 

解 (1) 注意 到 f(x,y) 之 0, 我 们 有 

1 1 1 1 
7 二 J ay] (zyy)dz = | dj ydz =1. 
(2) 由 积分 等 式 ( 根 据 Fubini 定理 ) 
1=7= | ,70ndz| rez + dy = (J readzj| [resedz| 


=1|| reepdzj|| ,reszdtzj= + (| ,fdaz), 
可 知 J=2. 


G) mw)= [| xalavaydndu= [fx 好 ,至 ] landz, 
[ony E 


=Jm(E), 
m(B)= 各 i ddd 
[oY 


1 
=| dzs ze,=eodeda 
0 


[oY 


1 
-| de xscez, trast) dridrz 
E 


=| ed m(E)= 
例 5 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 FEZL((0,a)), 令 ECD=| 70Dd(0<z<a), 风 gE€ 


m(E) 
a 


LCC0,a)), 且 有 gCx)dr=[ far. 


(2) 设 f(z) ,zf(z) 均 在 Ri 上 可 积 , 且 | “7(z)dz=0. 若 令 PCz) 
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-| F(Gt)dt, 则 下 GE 工 (( 一 co,oco)). 


(3) 设 F(z),g(Cz) 均 在 La,b 上 连续 , 且 FGz) 委 g(Cz)(e 和 zs 生 0)， 
令 E={(zx,y): rE[L[a,bJ,f(r)SySg(r). 若 hEC(E), 则 hE 
L(E), 且 有 


| armdzrdy 一 fa weear 
证 明 (1) (i) 因为 我 们 有 
[Prera dz< (froma)ar 


= [ew | [xa 0dz) a 当 [re iazja 


= [GE <+ co， 
故 g€L((0,a)). 
GD [gcdz =[ (fora)ar 
= we faz)a=f roa. 
(2) 考查 F(z) 在 [一 4,B] 上 的 积分 ,我 们 有 
全 reoaz= [Ll 六 rodjaz 到 人 ro[| azja 


站 B] fo [ou Ei [oa 


由 此 即 得 所 证 . 
(3) 因为 是 有 界 闭 集 ,h(xz,y) 是 有 界 可 测 函 数 ,所 以 hE LCE). 
此 外 又 有 


Cydedy 一 fasf cway. 


例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 对 于 每 个 zE [0,1] 均 存在 点 集 T:CL0,1]: m(1,) 之 1/2, 以 
及 二 元 可 测 函数 
1, XEL[0,1], i€L,, 
PR zx€EL0,1], :EL, 
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则 存在 1* E50,1],ECL0,1]: m(E) 之 1/2, 使 得 f(z,1*)=1(zE€E). 
(2) 设 f(z,y) 定 义 在 T=(a,65)X (c,d) 上 ,满足 


GD f(z,y) 在 1 上 连续 ， ”GD 她 f(z,y) 存 在 且 在 1 上 连续 ， 
(iii) 对 某 个 xo€E (Ce, 人 ,在 (cvd) 上 存在 总 (zavy) 
Gv) 蕊 | 新 /(z,»)] 存 在 且 在 1 上 连续 ， 
则 存在 她/(z,y) ,总 如/(z1y)) ,是 有 

Ea ola | 

EA = EA 
证 明 (1) 作 可 测 集 下 ={(z,t); zE [50,1],t€E1:) ,我 人 有 

1rl 1 
3 a 六 
m(F) [eCard J mar Sr 


从 而 知 存 在 :"€ [0,1] 以 及 EC[0,1], 使 得 f(z,t" )=1. 
《2) 应 用 Fubini 定理 以 及 微 积分 基本 定理 , 易 知 对 任意 的 f€ 
(a,b),7E (c,d) 以 及 s<7,t<$, 我 们 有 


gre 
f ED — fID — fb,5) 十 Fo = | 加 是 fe,y)jdzay 


求 信 导 邑 可 得 证 | 注意 | 恕 [她 f(z,y)] dz 是 # 的 连续 函数 

例 7 解答 下 列 问题 : 

设 E=XE.CR’, 且 Ei,E, 是 Ri 中 可 测 集 , 则 称 EE 是 R? 中 的 
可 测 矩形 ， 

(1) 可 作 ECL0,1jX[0,1] 且 m(E) 之 0, 它 不 是 可 测 和 矩形. 

(2) 试 证 明 五 = RN{(z,y): z 一 yEQ} 不 包含 任何 正 测度 可 测 撼 
形 . 

解 (1) 在 [0,1] 中 作 类 Cantor 集 刀 : m( 肪 )>0, 以 及 5= 
{(Czyy): Xz 一 y€EH}CL0,1]X[0,1], 易 知 5 是 紧 集 且 m(S) 之 0. 如 果 
存在 正 测 集 4C[0,1],BCr[0,1], 使 得 FE 人 4XBCS, 那 么 4 一 BC 
妃 . 因 为 m(4)>>0,m(B) 之 0, 所 以 4 一 B 有 非 空 内 点 导致 矛盾 . 

(2) 因为 (x,y) EE 等 价 于 zx 一 yEQ, 所 以 我 们 有 4XBC 等 价 
于 (4 一 B) 门 Q== 儿 .不 妨 假定 0<m(4) 十 m(B8) 过 二 oo, 而 有 
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m(A x B)>0. 
考查 积分 | ,xs(z 十 y)XaCy)dy 人 7(z), 易 知 FCz) 连 续 , 且 f(x) 
= 一 0(z 十 yE4,yEB), 即 
| Apdz = ma em(B) = mA x B)>0. 


从 而 f(x) 在 4 一 B 的 一 个 非 空 开 子 集 G 上 不 等 于 0,CGMQ 尖 分. 这 导 
致 矛盾 ， 

例 8 试 证 明 下 列 命题 : 

() 设 4,B 是 R: 中 的 可 测 集 , 且 m 4) 二 0,m(B) 二 0, 则 4 十 刁 
中 包含 一 个 区 间 I: mm(T) 之 0. 

(2) 设 {D,} 是 含 于 平面 上 单位 圆 盘 ( 闭 )D 内 的 互 不 相交 且 半 径 为 
(7) 的 ( 闭 ) 回 益 列 ,着 有 (DNLUD,) =0, 则 并 m = 十 0. 

(3) 存在 R: 中 可 测 集 已 ,使 E 十 E 不 可 测 . 

证 明 (1) 因为 我 们 有 积分 式 


fm Cz) = BN Mar= [人 xs anacodyjdz 


SS (ac — WXay)dy]dr = m(A) «mB) > 0， 


所 以 存在 zo€E Ri ,使 得 m(({ ee 由 于 F(z) 全 m(({z) 一 
B) 门 4) 是 连续 函数 , 故 {z: m(({z -8)NA4)>0) } 是 非 空 开 集 . 证 毕 . 


(2) 记 了, 在 z 轴 上 的 投影 为 me =2 .着 也 < 


十 o0, 则 几乎 所 有 的 zE[ 一 1， 1 仅 属于 有 限 个 也 ( 即 截 口 1: 仅 与 有 限 
个 D, 相交 ,不 妨 记 为 D, (i 一 1,2,…,k). 易 知 


和 
DmIND,) <mIND), a.e.r€[—1,1]. 


1 
记 E=D\U Dr 一 XeCr,y), 则 对 ae 1z|<1, 有 
nel 
fdy >0, meE)= | .dz| fordy >0. 


(3) 记 Ri 中 一 个 不 可 测 集 为 W ,并 作 R? 中 点 集 
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E= {WX {0}}U{{0} x W}, m(E)= 0. 
易 知 EF 十 EE 二 A1U 4;U 4;, 其 中 
A={{W+W}X{0)}, As={{0}X{W+W)}}, As= {WXW)}, 

且 m(41)==m(4:) 二 0, 而 4; 为 不 可 测 集 (否则 其 几乎 处 处 的 截 口 皆 为 
R': 中 可 测 集 ). 

例 9 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z),g(z) 是 ECR" 上 的 可 测 阔 数 ,m(E) 过 十 oo. 车 f(x) 
十 g(y) 在 EXE 上 可 积 , 则 f€EL(E),g€L(E). 

(2) 设 EE1,E; 是 R? 中 的 正 测 集 , 则 存在 如 之 0, 使 得 

m(Ei 门 (E+ {ho})) > 0. 

证 明 (1) 由 Fubini 定理 可 知 ,对 a.e.zEE,f(z) 十 gly) 作 为 y 
的 函数 在 上 可 积 , 故 存在 zoEE,f(zo) 十 gly) 在 EE 上 可 积 (f(zxo) 是 
实 值 ). 由 此 即 知 g€ L(E). 同 理 可 得 f€L(E). 


(2) 易 知 m(E1) 一 a Gerdzdysm(E) = |xe, cz,y)dzdy， 
a 


mBiN Et (k= a ey “Xa, (2—ssy—t) drdy,h= (ss), 
R 


yls1t) 二 m( 所 站 (Es 十 (4})) 是 连续 函数 , 且 有 
jw st)dsdt 一 ae MB 一 5 一 tdzdy 
R R R 


= lb —s,y— tdsdt 
有 R 


= xc,»dzdy : | 0d =m(E) + m(Es) > 0. 
a R: 


由 此 可 知 存 在 ho 二 (so,to) ,使 得 %(soyt) 之 0. 这 说 明 
m(Ei f) (E+ {ho})) > 0. 

例 10 设 ECR! 是 可 测 集 .车 对 任意 的 有 理 数 r 关 0, 均 有 rE 全 
{rr: XEE}=E, 试 证 明 m(E)==0 或 m(R'\E)=0. 

证 明 记 Ro 一 R'\{0},E。 一 E\{0}, 则 对 非 0 有 理 数 ~, 必 有 -~Eo 一 
Eorr(Ro\Eo) 二 Ro\Eo. 现在 假定 m(Ro\Eo)=m(R'\E)0, 则 存在 紧 
集 Ko: KoCRo\Eo,m(Ko) 之 0. 对 任意 的 紧 集 KCE。, 作 函数 
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7 = | 和 oozc 二 下 
则 f(z) 非 负 连 续 , 且 对 非 0 有理数 ,有 


d 
fH = OD < | XD = 0. 
半 i . 入 


» 


这 说 明 f(z) 二 0(zE Ro). 因 为 
d> . A dz 一 
0 
所 以 m(K“)=0. 由 此 知 m(K)==0,m(Eo)==0, 即 m(E)==0. 
例 11 试 证 明 下 列 命题 : 


(1) 设 f(z),g(z) 是 ECR! 上 非 负 可 测 函 数 , 且 f。，gEL(E). 令 
已 一 {zE 无 : g(rz) 之 y}, 则 对 一 切 y0, 均 存在 函数 FR(y) 一 
| /0dr' 且 有 [rowdy=| reopgcoaz. 

(2) 设 EC[o,1]X[o,1] 是 可 测 集 . 若 有 

m(E.) = m({y: (zy)E 匹 )) 生 1/2，ae.zE[0o,1]， 
则 m({y: m(E,)=1}))<1/2. 
证 明 (1) 注意 到 f(x),g(x) 的 非 负 性 ,我 们 有 


ee FCWdy = | Tedzjd 
= 站 (rpxzeeoazld= [reo( 站 zeodyjdz 


=| Fo 人 adsjdz= | = | .reoegcodr. 
(2) 反 证 法 .假定 m((y: ee 
m(E) = dz| mdy 
3 UR 十 | a SS 
但 是 我 们 有 m(E)=| dy| m(E.)dz<1/2, 导 致 蔬 盾 . 


例 12 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 fEL(R'),g(z) 是 R' 上 有 界 递 增 函 数 , 则 (f x g)(z) 是 有 


] 界 递 增 且 连续 的 函数 . 
| (2) 设 fECA(RD),gEC™R'), 则 fxg€EC™(R'), 且 有 
| Era) =|f* Es) C2). 


(3) 设 /EC.(R'),P(z) 是 多 项 式 , 则 (fx P)(x) 仍 是 多 项 式 . 

(4) 设 9(z) 一 (1 一 cosz)Xioso(z),g(z) 一 | 9)de, 令 f(z)= 
1,g(Cz) 一 9 (z), 则 

(D) (fxg)(x)=0(rER'); 

(ii) (ff) (zr)= (x9) (rz)>00<r<4n); 

(iii) (Cf x 8) x (z)=0Af x (g xy))z). 

证 明 略 . 

例 13 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) ( 卷 积 是 连续 函数 ) 设 fEL(R"),g(z) 在 R" 上 有 界 可 测 , 则 
F(x) 二 (f xg)(z) 是 R! 上 的 一 致 连续 函数 . 

(2) (ZL 中 无 卷 积 单位 ) 工 (RI) 中 不 存在 函数 x(z), 使 得 对 一 切 
fEL(R'), 有 

uxf)(z) = fz), ae. IER'. (x) 
证 明 (1) 不 妨 设 lg(x) | 三 M,zER". 我 们 有 
[F(z +h)— F(z)| 


= ere 十 五 一 Dg(t)dt 一 | re 一 0g(t)d 
< mith -felled 


SM ft fd m0 一 0)， 


即 得 所 证 . 
(2) 应 用 反 证 法 ,假设 存在 wEL(R') 使 (*) 式 成 立 . 首先 可 取 6>> 
0, 使 得 
| [lu laz <1. 


其 次 对 L(R') 中 函数 f(z) 二 Xt-aa(z), 易 知 
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f(z)= (ux )(z) = fe dy 


rt 
=| udt, a.e. ZER!. 
Ed 
因此 , 必 有 zoE€[ 一 6,6], 使 得 


io 十 3 
1 = f(z) = | de. 


然而 , 另 一 方面 ,我 们 又 有 
ra 
这 一 矛盾 说 明 , 不 存在 wE€L(R') ,使 得 对 一 切 /EL(R'), 有 
(uf)(r)=f(r), a.e. ER!'. 

例 14 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 ECR! 且 0<m《E)<< 十 吕 o,f(z) 在 Ri 上 非 负 可 测 . 则 
fEL(R') 当 且 仅 当 ED 一 | f(Ddt 在 R: 上 可 积 , 

(2) 设 f(z),g(z) 是 (0,co) 上 有 界 可 测 函 数 , 自 有 


[fol + lgCz) |]/zdr <+ eco， 


1= 


ot 28 
<| luwla<| lu ld < 1. 
zo0—8 -26 


则 
站 resgor9 |/ydy <+ co, a.e.x € (0,co)， 
证 明 (1) 必要 性 因为 Xx:EL(R'), 且 有 
gz) = | .xccO7Gz 一 Ddt， 

所 以 gE€LCR'). 

充分 性 二 co> | ,| .xcz-odjdz 

= .za ra-odzjda-m(B ,| rcodz 
(2) 用 替换 z==e',y=e', 且 记 (3) 二 f(e'),G(1) 二 g(e') ,我 们 有 
全 lA214, -= [re lds <+ co. 
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对 g(z) 也 同样 处 理 , 即 得 FEL(R') ,GEZ(CR). 从 而 可 知 
了 f(ry)ga(y ') dy 


0 


;Ee [DA + DG ld 


到 站 iee 一 DGd)ld: 
=FxG(s) (ae. 工 GE (0,co)). 
附 证 


在 本 章 的 论述 中 我 们 看 到 ,运用 特征 函数 ,可 以 把 测度 问题 放 到 积 
分 框架 中 来 讨论 ,还 可 将 众多 不 同 的 积分 区 域 统一 成 相同 的 积分 区 域 ， 
从 而 为 解决 问题 提供 了 极 大 的 方便 . 正 是 


特征 函数 是 个 宝 ， 测度 积分 架 金 桥 ， 
不 同 区 域 可 划一 ， 积分 号 下 见 分 晓 . 
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第 五 章 “微分 与 不 定 积分 


本 章 的 目的 是 要 在 Lebesgue 积分 理论 中 推广 微 积分 基本 定理 ,并 给 出 
Newton-Leibniz 公式 成 立 的 充分 必要 条 件 . 为 简单 起 见 , 我 们 着 重 介绍 R' 的 情 
形 . 


$5.1 单调 函数 的 可 微 性 


基本 内容 


在 点 集 测度 理论 的 基础 上 ,我 们 可 以 建立 各 种 形式 的 集合 覆盖 定理 ,它们 为 
深入 研究 函数 的 可 微 性 提供 了 恰当 的 方法 . 本 节 将 介绍 在 Vitali 意义 下 的 覆盖 定 
理 , 并 由 此 证 明 Lebesgue 的 著名 结论 : 单调 函数 是 几乎 处 处 可 微 的 . 

定义 1 设 ECR',T={1,) 是 一 个 区 间 族 . 若 对 任意 的 zxE 巨 以 及 e>0, 存 在 
TuEr ,使 得 zxElu,|7.| 一 e, 则 称 「 是 已 在 Vitali 意义 下 的 一 个 覆盖 ,简称 为 五 的 
Vitali 覆 闽 . 

定理 1(Vitali 覆 闽 ) 设 ECR' 且 m"(E)<co, 若 「 是 已 的 Vitali 覆盖 , 则 对 
于 任意 的 e>0, 存 在 有 限 个 互 不 相交 的 IET(j=1,2,… ,n) ,使 得 


m (EUD)<e 
J 


定义 2 设 /(z) 是 定义 在 R' 中 点 zo 的 一 个 邻 域 上 的 实 值 函数 , 令 


A fz) A fz) 


D+f(zo)= lim D+ f(zo) = 上 二 


A fz, Lt 


Df(z)= im 


分 别称 它们 为 fn 在 Zo 二 右 下 导数 ， ,左上 导数 ， 左下 导数 . 总 称 为 
Dini( 导 ) 数 . 
注 _D+f(zo) 志 D+f(r)，D f(zxo)>D-f(zo), 
D+(—N)=—D+(f), D-(—N)=~D-(f). 
此 外 ,车 此 四 个 Dini 数 缘 等 于 同一 个 有 限 值 , 则 f(z) 在 ze 点 是 可 微 的 ; 若 
D+f(zo)==D+f(zo) 为 有 限 值 , 则 (zx) 在 zo 点 的 右 导 数 存在 ; 若 D f(zxo)= 
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D-f(zro)= 各 


DD_f(zo) 为 有 限 值 , 则 f(z) 在 zo 点 的 左 导数 存在 . 
定理 2(Lebesgue) 车 7(z) 是 定义 在 [a,5] 上 的 单调 上 升 ( 实 值 ) 函 数 , 则 
f(z) 的 不 可 微 点 集 为 零 测 集 , 且 有 


fr war < fw fo). 
定理 3(Fubini, 逐 项 微分 ) 设 (f(z)} 是 [a,6] 上 的 递增 画 数 列 , 且 3 f(z) 
名 
在 [a ,所 上 收 敏 , 则 


2 Bi) = DD, sere [eb 


奥 型 例题 精 解 


， 例 1 试 证 明 下 列 命题 
(1) 设 ECR',T 是 闭 区 间 族 , 且 依 Vitali 意义 下 覆盖 已 , 则 存在 


(ICT, 便 得 m( ENU 4) =0 
hl 
(2)' 设 三 {I.: aEJ} 是 一 个 具有 正 长 度 的 区 间 族 , 则 已 = 【了 7. 是 
， a€EJ 


可 测 集 . 

证 明 (1) 不 妨 假定 EC(a,b),F 中 每 个 区 间 也 含 于 (a,5). 

(i) 任 取 ET 车 已 取 定 『 中 的 帮 ,Ja,…,Ji, 我 们 在 "中 记 与 
放 ,… ,J 均 不 相交 的 一 切 区 间 长 度 之 上 确 界 为 61, 并 取 Jii1ET 满足 


Tn N (UD) = 8, mn) > 2. 
(注意 , 若 不 存在 如 此 之 J+1, 则 结论 自明 . ) 
(ii) 作 区 间 J 如下: 它 与 败 同 中 心 , 而 mm(J) 一 5m(JD)， 易 知 当 
xzoE (JoczE 央 时 ,有 d(zozD) 志 2 m(J) > 


Pm) 一 5>)M2(1) < 5 — a). 
k=1 


t= 


( 即 上 式 左 端 级 数 收 俩 ). 令 4 一 EM jj . 若 mmCA)>0, 则 存在 如, 全 


得 >jm(J1)<m(4). 从 而 存在 zo€ 4 且 roE (Ji)'(k 之 bho), 自然 也 有 
k= 


xzoE (J)'(k 二 1,2,… ,ho). 由 区 间 的 闭 性 ,可 知 存 在 JET, 使 得 xc， 
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且 JnA = 一 CE=12，…o). 从 而 知 2 入 2m(Vei) 一 0 一 co). 根 据 
64 的 定义 ,存在 最 小 正 整数 ,使 得 J 人 NJ 了 多,m(J)<64 -1 从 而 有 
之 ho, 得 到 
.ETN zoETNT), mFdror) > or 
这 一 矛盾 说 明 m(4)==0. 
注 Vitali 覆盖 对 R" 也 真 . 
(2) 不 妨 设 m' (E) 二 十 o, 且 令 
二 {1 C R!; 了 是 某 个 1 中 的 区 间 }， 
易 知 ex 是 五 的 Vitali 覆盖 , 从 而 知 存在 互 不 相交 区 间 列 {14} ,使 得 
对 UH =0. 假 册 1CL, 则 由 2=[ EUR] U( U7) 可知, 
可 测 。 
例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 FnCR" 是 一 个 方 体 ,二 (I.Cl: a€ J 是 一 族 开 方 体 , 记 区 
三 inECR 是 可 测 集 .车 对 任 一 1, 均 有 mENT。) 宇 2m《1.)/3, 则 
m(K MN E) > (2/3)5™"m(K). 


(2) 设 ECR',T={B1,B,,…,B,} 是 R? 中 一 组 开 圆 , 且 U BIDE, 


则 存在 『 中 一 组 互 不 相交 的 开 圆 : B; ,B,,…,B; ,使得 Lj3B， DE. 


证 明 (1) 依 题 设 知 6。=sup {diam (1.): EI 采用 
Vitali 覆盖 定理 的 证 明 推 理 , 可 得 互 不 相交 的 {1,), 使 得 m(K) 志 


5 > m(1.). 从 而 我 们 有 
总 wd < omen = mlenN UL), 
i=l 


由 此 得 m(ENK)> 25- "mm(K). 


(2) 取 T 中 半径 最 大 的 圆 ( 记 为 )B, ,然后 在 与 B, 不 交 的 各 圆 中 理 
取 其 半径 最 大 的 贺 ( 记 为 )B,. 如 此 继续 操作 ,可 得 B, ,B,，…，B,., 且 
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易 知 U 3B,2 U Bi. 由 此 即 可 得 证 . 

k=1 1 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ECR!',fEL(E),EoCE 是 可 测 集 且 m(Eo) 达 十 co. 车 对 
任意 的 z€EE 以 及 6>>0, 区 间 (z 一 6,z 十 0) 内 总 存在 子 区 间 [a, 8p]: 
XE [a,BJ, 使 得 | pe f(z)dz 之 0, 则 点 集 {xzE€ Eo: f(x) 过 0} 是 零 测 


集 . 
(2) 设 ECR!,zo€Ts( 长 为 6 的 区 间 ). 车 有 
limm* (1 N EY/6 = 0, 
则 称 zo 为 E 之 全 密 点 , 若 EE 中 几乎 所 有 点 都 是 全 密 点 , 则 E 是 可 测 
集 ， 
证 明 (1) 只 需 指出 Eo= {xE Eo: f(z)<<1/n})(nEN) 为 零 测 集 . 
记 题 设 中 由 Es 中 点 所 对 应 的 一 切 I 之 全 体 为 , 则 是 Eo 的 Vitali 
覆盖 . 由 此 知 对 任 给 e 之 0, 存 在 互 不 相交 之 区 间 组 : (a ,81), (a;,B,)， 


于 
…，(auyp0) ,使 得 ( 记 G= 【je,pD)) 
del 
m(G) — e<m(E) <mGNE)+e, 
0 <| fizdz = | f(z)de + | /Ddzr <+ 
6 oNE GN EY 


| fdr < .mGN E:), 
GN nt 


1 ") ~ lm(E")— 工 
J He > Tm(G N EY) > Fm(Er) 一 Be. 


从 而 知 1/n， m(ED)<| F(z)dz 十 二 e. 因为 我 人 有 mG (区 )9) 
GN (EY n 
=m(G)—m(GN Eo)<2e PW m(Eo)=0. 

(2) 不 妨 假 定 EE 中 一 切 点 皆 为 全 密 点 , 且 EC(a,6). 

(i) 对 任 给 se>0 以 及 zxEE, 由 于 


. m’((z—h,z+h) NE) 
[ea 2h 0 


故 对 一 切 充分 小 的 >>0, 均 有 m*(《z 一 h,z 十 h) 间 E') 之 2h，e, 这 里 还 
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可 以 设 定 (z 一 hz 十 h)C la,6b). 因此 ,对 天 中 所 有 的 工作 出 的 上 述 区 
间 族 全 体 『 构成 已 的 一 个 Vitali 覆盖 . 从 而 知 存在 『 中 互 不 相交 的 区 
间 列 {1 二 (z, 一 各 ,zs 十 和 )) ,使 得 

C< 品 7 EN2， m(2)=0, 


m"(GNE)<m'| Ua.n E)) 


< 2 NE)< Dae =2e. 3 < 2(6 — a)e. 


(注意 ,所 有 1, 均 含 于 (a,5) 且 互 不 相交 . ) 
Gi) 取 &==1/&(kEN), 由 (i) 知 存在 开 集 G4, 使 得 (m(2Z)=0) 
GIOEZ, mGNE)<2G— a (EN). 


现在 令 6G.= NG GoDE\Z, 且 有 


mGNE) Em NN GNEY) Sm GNEV < 
上 


令 &~>co, 可 知 m(Go 站 懈 )=0, 故 已 是 可 测 集 . 
例 4 求 下 列 函 数 f(z) 的 Dini 导数 : 


0 r 了 
(1) F(z)=z (2) f(r)=|z|; (3) FCz) 一 人 2 
1, rEQ; 
azsin? 工 十 5oss 2 >0, 
并 TT 
(4) f(z)=40, z=0, (a<b,a'<b'). 


1,， I<0 
学 


解 〈1) D+f(0)=Dt+f(0)=D-f(0)=D-f(0)= 十 oo. 

(2) D1f(0)=D+f(0)=1,D-f(0)=D-f(0) 加 

(3) 对 zEQ,D+7(Gz) 一 0,D+F(r) 一 十 co,D_FGz)= 一 co， 
Df(x)=0; 对 XEQ, D+f(r)=D_f(z)=0,D: f(z) co， 
D f(z)=+o%. 

(4) 由 于 在 区 间 (1/(2n 十 2)x,1/2nxJ] 中 cos(1/z) 以 及 sin(1/zx) 可 
取 到 从 一 1 到 十 1 之 间 的 一 切 值 , 故 知 

D+*f(0)= sup (asin0 十 bcos20) = 6. 


sd 
a'xsin? tb recos’ 
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类 似 地 ,有 D+f(0)=a, D_f(0)=a’, D-f(0)=6'. 

例 5 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 fEC([a,6]), 则 存在 zoE (a,5) 以 及 常数 ,使 得 

D_f(zro) 之 kDtf(zo) 或 D-f(zo) SkSDfr). 

(2) 设 TeC(( 一 co,co)), 且 令 

f(D=f(r+) fr), 一 co<zt<oo. 

车 对 任意 的 上 E (一 co,ceo)， 广 (z) 对 zeE (一 coyco) 可 微 , 则 f(z) 在 
(一 coyco) 上 可 微 . 

证 明 (1) 记 k=[f(6) 一 f(a)]/(6 一 a), 并 考查 F(z)=f(x) 一 
kx, 易 知 FEC([a,6]), 且 有 

Ria FD A = Le; 


b—a 


= 元 Co ~— af Cb), 


FP) = pLbf a) — af(6)] = F(a). 
由 此 知 存在 zo€ (a,6), 使 (zo) 是 [a,5] 上 F(z) 的 最 大 值 或 最 小 值 . 
从 而 得 到 
D-_F(zxo) 之 0， D+F(zo) 二 0 (zo 为 最 大 值 点 )， 
Dif(zo) 之 0， D-f(zo) 过 0 (zo 为 最 小 值 点 ). 
(注意 ,着 W (zo) 存 在 , 且 g(x)=9(z) 十 Jy(z), 则 D+g (zo)==D+g(xo) 
十 Y (zo)， D+g (zo) 二 Di9《zo) 十 YW (zo))，, 由 此 知 存 在 ,使 得 
D-_f(zo) 之 kh 之 Dt+f(xzo) (zo 为 最 大 值 点 ); 
D4f(zo) 之 kD-f(zo) (zo 为 最 小 值 点 ). 
(2) (iD 首先 对 任意 的 两 点 xz' 和 zx”=zx' 十 t( 一 oo<t 过 0) ,我 们 有 
等 式 
《二 二 cz fl te + 一 jz' +t) 


f(z +t+h) flr +h) [flr t+t)— f(z)] 
和 h 


+ Az 二 多 一 人) 


ce 十 内 一 Fr) | flr +h)— fx) 
全 h h 
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由 此 和 题 设 可 知 
DE f(z") = 六 (zz) 十 DECz)， 

且 只 要 f(z) 在 一 点 可 微 ,就 可 知 f(z) 处 处 可 微 了 . 

(ii) 根据 本 例 (1) ,可 知 存在 以 及 zi, 使 得 (不 妨 假定 ) 

D_f(z) kDt'f(z). 
从 而 对 任意 的 z=zx1 十 t (一 co<z<co), 有 
D_f(z) =fi(z) + Df(z) 
fi(z) + Dtf(z) = Dtf(z). 

(ii) 不 妨 假定 f(z) 不 是 上 是 函数 , (否则 就 有 可 微 点 了 ) 则 存在 区 
间 [a, 杂 ,使 得 在 [a,58J] 上 f(z) 位 于 点 (a,f(a)) 与 点 (6,f(5)) 联 结 线 的 
下 方 .现在 记 


PFC) = Fn lz, 1- OL, 


则 易 知 存在 zzE (a,5), 使 得 F(z) 在 z==zs 处 取得 最 小 值 . 由 此 得 
D-F(z) <0, 即 D-f(zs) <l; 
D+F(z2s) 之 0， 即 Dif(zs) 之 L. 

从 而 对 任意 的 zxE (一 co,ce), 又 有 

D-F(z) 和 DGz). 
(iv) 综合 上 述 结论 ,我 们 有 
D_f(x)=D f(r)= D1f(r)=Dtf(r), 一 co<z<<co. 

这 说 明 户 (z) 有 意义 ,从 而 f(z) 就 有 可 微 点 了 . 

例 6 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 存在 [0,1] 上 的 严格 递增 函数 f(x), 使 得 (zx)==0,a.e.x€E 
[0,1]， 

(2) 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 非 负 函 数 .车 FEZ([a,o]), 则 f(z) 在 
[a,56Jj 上 没有 原 函 数 ( 例 如 f(z)=zx ?sin*(z“) 在 [一 1,1] 上 没有 原 函 
数 ). 

(3) 设 { 记 (z)} 是 (0,1) 上 的 递增 函数 列 . 若 有 limf.(zx) 二 1,a.e. 
EC0,1), 则 


limf'(z) =0, a.e.7 € (0,1). 
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证 明 (1) 记 (0,1)mQ= {r,)} ,并 作 函 数列 
0 8 
f(z) = el ls 
易 知 f,(z) 在 [0,1J 上 递增 , 且 有 (zx) 二 0, a.e. zeE[0,1], 再 作 函 数 
f= Df), 0<r<l 


n=1 


显然 ,f(z) 在 [0,1] 上 严格 递增 ,上 且 0<f(z)<1. 从 而 根据 Fubini 逐 项 
微分 定理 可 知 


f(z)= BA =。 a.e.x € [0,1]. 


(2) 反 证 法 . 假定 F(z) 在 [a,6J 上 有 原 西数 F(z): F'(z)=f(zx) 
(ae 委 z 委 0), 则 因 r(x) 之 0, 所 以 F(z) 在 [a,b] 上 递增 . 从 而 有 


feaz = fr (zr)dr < F(b) — F(a). 


这 说 明 f€EL([a,65]) ,与 题 设 了 矛盾. 
《3) 由 题 设 知 ,存在 {as} , {bi): 0<as<<bi 过 1, 使 得 
lim(b — ao) = 1, limf(a) = limf,(b) = 
应 用 Fatou 引 理 ,我 们 有 
人 limf'(z)dr < lm Aceoaz 
<lim[f.6) — f(a)]=1-1=0. 


令 一 oo 可 得 | tf(z)dr 一 0, 由 此 又 有 limf(z)=0,a.e. x€ 
[0,1]. 

例 7 试 证 明 下 列 命题 (应 用 Riesz 右 升 点 定理 ): 

(1) 设 fECl[a,6j). 若 (a,6) 中 任 一 点 zz 处 的 右 Dini 导数 之 一 是 
非 负 的 , 则 Fa) 和 Fo). 

《2) 若 [a,5] 中 的 xz 的 右 Dini 导数 之 一 位 于 [c,d] 内 , 则 对 任意 的 
zi,Tz€ [a,6b], 均 有 

< 秋 [fr) — flr) /zr — x) Sd. 
(3) 车 f(z) 在 zo€ (a,5) 处 的 Dini 导数 之 一 在 zo 处 连续 , 则 
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刀 (zo) 存 在 . 

证 明 (1) 注意 zxE (ea,b) 皆 为 右 升 点 . 

(2) 用 (1), 且 令 F(z)=f(z) 一 cx. 

(3) 例如 右上 导数 , 则 可 证 

一 se< [Fr) — f(z)]/(z — 7) <e (zz €E U(r)). 

例 8 设 f(z) 是 (a,5) 上 的 递增 函数 ,EC (a,b). 若 对 任 给 过 0， 
存在 (ai,b)CC(a,6) (i 二 1,2，,…), 使 得 

U6) SOE, DIE) fla)<e, 

试 证 明 ee E. 

证 明 依 题 设 我 们 有 


[fears| fede Dd 


Ua 怎 1J 
#1 
< BFE) — flad<e. 

大 之 1 


由 的 任意 性 ,可 知 | (z)dz=0, 从 而 即 得 所 证 . 

例 9 设 EC(la,b) 且 m(E)==0, 试 证 明 存 在 [a,b5]J 上 是 连续 且 单 
调 上 升 的 函数 f(x) ,使 得 f(x)= 十 吕 ,zxE€E. 

证 明 事实 上 ,对 每 一 个 自然 数 , 我 们 可 以 取 一 个 包含 巨 的 有 界 
开 集 G,, 使 得 m(G,) 二 1/2", 并 作 函 数列 

f(z) =m([a,rz] NNG), rELab] (n= 1,2,.). 
显然 ,每 个 f,(z) 都 是 非 负 的 单调 上 升 函数 且 f.(z)<1/2". 由 于 
所 (Zz 十 hh) 一 所 (xz) 入 II (|h| 充分 小 )， 

故 知 f(z) 是 连续 函数 . 现在 再 作 函 数 


f(z) = Bm, rE€ [a,b]. 
它 是 非 负 连续 且 单 调 上 升 的 函数 若 zE 巨 , 则 对 于 任意 指定 的 自然 数 
,可 取 |h| 充 分 小 ,使 得 
[zz + hCG n= 1,2,,k, 
并 保证 [zx,x 十 h]CCa,5). 此 时 有 
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万 (z 十 月 一 万 (z) 
h 


从 而 得 
更 
十 多 二 KGz) > 2 + 如 — fz) 


这 说 明 当 xEE 时 ,f(z)= 十 oo. 
注 上 例 表 明 , 单 调 函数 是 几乎 处 处 可 微 的 这 一 结论 ,一 般 说 来 是 
不 能 改进 的 . 
例 10 设 f(z) 是 [z,5]J 上 的 递增 函数 , 且 值 域 R(f)=[c,4j. 若 存 
在 EC[a,6] 且 m(E)=0, 使 得 m(f(E))=d 一 c, 则 f(x)=0,a.e.xE 
[a,6]. 
证 明 依 题 设 知 fEC([a,6]) 且 几乎 处 处 可 微 . 不 妨 假定 a,b€E 
E, 采 用 反 证 法 .车 有 
A={z€[a,b]: f(x)>M>0, m(A)=r>0, 
则 存在 闭 集 BCANE: m(B) 之 r/2,f'(zx) 宇 M(rE€ B). 从 而 对 xzEB， 
存在 9->0, 使 得 
LW = jz) > M, | 
?一 了 工 a 
(f(E) 站 1(B)= 名 ) 对 e>0, 可 作 开 区 间 族 {1。}): 
Umd) <e, fB) CU 


对 xzEB, 存 在 a:, 使 得 f(x)E1T。, 且 由 户 (z) 之 M, 可 选 a:,b:€ [a,b]， 
使 得 


y—zx|<é.. 


fz) € (flad) fb CLT, ar<r<b, 
其 中 xz 一 a:<6:,6: 一 <6:. 从 而 f(6:) 一 f(as) 之 M(b: 一 4a)/2. 这样， 
{laz,bz)} 形 成 B 的 覆盖 , 故 存在 有 限 子 履 盖 : {(a: ,pu ));1.2.…,m 且 使 
B 中 无 点 同属 于 两 个 小 区 间 . 因此 得 到 
2e > 2D)m(1) > my (6 — as) > Mm(B) > Mr/2. 


这 一 矛盾 导致 结论 成 立 . 
例 11 解答 下 列 问 题 : 
(1) 设 f(z) 是 [a,5j 上 的 递增 函数 , 试 证 明 存在 [a,5] 上 的 阶梯 函 
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数列 { 广 (z)}: f(z) 在 [a,5] 上 一 致 收 钱 于 f(z). 


(2) 记 {r,}CR" 是 有 理 数 列 , 且 设 f(x) 二 >) 1z 一 r.|/m?, 试 求 


刻 (z) 的 表达 式 . 
解 (1) 令 f(z)=[nf(z)]/n, 我 们 有 


ft) — Lf) f+, 


[f(D —fDISE (<rebneN), 


2n 
由 此 即 可 得 证 . 
(2) 注意 到 f(z)= >)(z 一 mm)]2 十 >) (mv 一 z)/n2, 以 及 VCz) 一 
ma < 
《zx 一 rn) ,gz) 一 一 (mr 一 z) 均 为 递增 函数 , 故 根据 Fubini 定理 ,可 知 
万 Ko 二 > LL 一 > a.e.Z GE 及 !， 
rn Er 天 


§ 5.2 有 界 变 差 函数 


基本 内 容 


定义 设 f(z) 是 定义 在 [a,5b] 上 的 实 值 函 数 , 作 分 划 A: a 一 zo<zi<<…<zn 
= 以 及 相应 的 和 


va 一 bp (f(z) — fx) 1, 
称 为 /(z) 在 [a,b] 上 的 变 整 , 作 
VCP = sup{vs: 4 为 [a,6] 的 任 一 分 划 }， 


并 称 它 为 /在 [a,b] 上 的 全 变 妆 .车 (站 < co, 则 称 f(x) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 痉 
函数 ( 即 全 体 变 差 形成 有 界 数 集 ) ,其 全 体 记 为 BV([a,6]). 
定理 1 若 f(z) 是 [a,6] 上 的 实 值 函数 ,a<c<b， 则 
Vn- Vn 十 Vo 


定理 2(Jordan 分 解 ) feBv fa, 56]) 当 且 仅 当 f(z)= 一 g(z) 一 A(z), 其 中 
8&8(7z) 与 h(x) 是 [a,bJ 上 的 单调 上 升 ( 实 值 ) 函 数 . 
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注 设 o>0,8>0,f(z) 一 rcos(1/z0(0<z 和 1), 且 0)=0, 则 

(1) fEBV([0,1]) 当 且 仅 当 a>p. 

(2) /ELip'《[0,1]) 当 且 仅 当 a 宇 B 十 1. 

(3) 若 ae<8+1, 则 JeLipr([0,1]),y=a/(8+1). 

(4) 设 f(z)=1/ln(2/z)(0<z<D,f(0)=0, 则 fECC([0,1DNBVC[0,1])， 
但 f€Lip"([0,1]),a>0. 

(5) 设 f(z)=e cos(e)(0<z<1),f(0)=0, 则 fEC([0,1]),fEE 
BV([0,1]), 但 对 a<1,f€Lip*([0,1】). 

(6) 设 fEBV([a,58]), 且 |f(z)|>m>0(a<z<b), 则 1/f€EBV ([a,6)). 

Ph 
Es a 1 #0 feBV(E—1,1D ,gE 
0, py 0, x=0, 
BV([ 一 1,1]), 但 fLg(z)] 在 [一 1,1] 上 不 是 有 界 变 差 函数 ， 
zsin TE, 0<z<1， 二 szs1， 

有 f(z)= 
0， z=0, 0， 0<z< 士 ， 
EBV([0,1]), 且 f(x) 在 [0,1] 上 一 致 收 全 于 f(z), 但 fEBV([0,1]). 

(9) 可 作 连 续 函 数 , 它 在 任 一 区 间 上 均 非 有 界 变 差 . 也 存在 有 界 变 差 函 数 ,但 
在 任 一 区 间 上 均 不 连续 . 


(7) 设 f(z)= ec 一 | 


‘=| 则 


典型 例题 精 解 
例 1 解答 下 列 问题 ; 
a 
(1) 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 单调 函数 , 试 求 V(/) 之 值 . 


4 1 
(2) 试 求 (Gi) YCcosz); 。 (i) VY(z 一 x’) 之 值 . 
0 下 


(3) f(z)=xsin(x/z)(0<z<1),f(0)=0 在 [0,1] 上 不 是 有 界 变 
差 函 数 . 
(4) 设 f(z) 在 [a,5]J 上 可 微 ,上 且 (a,6) 内 (zx)=0 的 点 可 排列 为 
a<i<r< zr <b, 


试 计算 VC). 
解 (1) 注意 ,对 [a,5j 的 任 一 分 划 4, 均 有 vs=|f(6) 一 f(a)|, 故 
在 
VCP = ICG) — fla)l. 
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(2) Gi) 将 [0,4rx] 分 划 成 若干 小 区 间 ,使 cosz 在 每 个 小 区 间 上 成 
为 单调 函数 , 即 可 得 证 VCcosz) 一 8. 


(ii) 用 (x 一 2”) 的 零点 一 1,0,1 分 划 [ 一 1,1] 为 三 个 小 区 间 , 极 值 
点 为 z= 土 V3/3, 再 以 其 极 小 值 一 2 ~/ 3 /9, 极 大 值 2 / 3 /9 来 计算 
变 差 , 易 知 


1 
Vz—z)=8V3/9. 
二 


2 2 2 
(3) 作 4A: 0< 二 <3<“…<3<1, 则 
2 2 2 2 
ve m+t(stses)+ | (入 + 人 + 
-过 于 2 


从 而 可 知 当 nco 时 ,ua 十 co, 即 VCP)= 十 co. 


(4) VC 一 1Fo 一 rezol+ 立 17(Cz) 一 Fr 


+|f(6)—f(z) |. 
例 2 试 证 明 下 列 命题 : 
6 


GD V4)=0 当 且 仅 当 f(z)=C( 常 数 ). 


(2) 设 f€EBV ([a,b]),g EBV([a,b), 则 M(xz)=max {f(z), 
&g(z)} 是 [a, 纪 上 的 有 界 变 差 函数 . 

(3) 设 fEBV([a,8]), 则 |f1EBV([a,65]) ,但 反之 不 然 . 

(4) 设 YCz)l 是 [a,6b] 上 的 有 界 变 差 画 数 . 车 fEC([a,61), 则 


JEBV([a,b]), 且 有 VD= Ves. 
(5) 设 /gEBV(a,b]). 
(iD) Von < < sup{ {f(z)} | VD + sup{g(z)} Von， 


(ii) 车 又 有 f(a)=0=g(a), 则 Ve. ES Vo Vo. 


(6) 若 fELipl([c,o]), 则 f€EBV([a,6]). 
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(7) 设 fEBV([za,0]),g(z) 在 (一 co,cc) 上 属于 Lipl, 则 纪 门 E 
BV ([a,b]). 

证 明 0) 充分 性 显然 . 

必要 性 ”因为 对 任意 的 xz€E[a,bj, 均 有 |f(z) 一 fa) 二 VD= 
0, 所 以 得 到 f(z)=f(a)(a<zr<6). 

(2) 注意 max{a,5)=[a 十 5 十 la 一 51]/2. 

(3) 注意 到 ||f(z| 一 |f(y)|| 志 |f(z) 一 f(y)1, 故 车 f€BV([a， 
5]), 则 有 |f1EBV([a,6b]). 反 之 ,例如 Dirichlet 函数 D(z), 它 不 是 有 
界 变 差 函数 ,但 1D(z)1=1 则 是 有 界 变 差 函数 


(4) 只 需 指出 VP VI 为 此 ,对 分 划 4a=zo<1<<… 之 z= 


6b, 考 查 w= [fz)—fr nl: 
(D 车 f(zi) 与 f(zi-) 同 号 , 则 有 
[fz)1 — |foz)1| = 162) 一 zl 
(ii) 车 f(zi) 与 f(zi-1) 反 号 , 则 取 人 EE (xz;-1,7i) ,使 得 (6;) 二 0， 
从 而 可 知 
[fz)—f zf |= IF ED + Fz)1—1f(é)1]. 
再 作 分 划 4 : a= rzo<zi<…<zi<5<z<…<z 一 0 我 们 有 va 一 


6 
va< VC)， 


(5) (i) 注意 公式 a1as 一 Bibs 二 a1(az 一 bz) 十 (a1 一 b1)b2. 
(ii) 作 标 准 分 解 f(z)= 二 P(r) 一 N(z), 其 中 


PCz) =[ Von + f(z) 一 Fo)]， 
N(z) = [Ve — f(z) + f(a)], 


5 
此 时 有 VC 一 PC 十 N(O)(C-- 般 分 解 f= 二 g1 一 g2, 均 为 V1)<g1(6) 
十 gz(b)). 现在 假定 f(z),g(Cz) 的 标准 分 解 为 f(z)=Pi(z) 一 NiCz)， 
g(r)=Ps(z)— Ni(z), 则 
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(z)g(z) 王 [PCz)P:(z) 十 NiCz)NeCz)] 
— [P(x)N,(z) 十 NiCz)P:(Cz)]. 
从 而 得 


Voey 委 LPL(O)P:(p) 十 Ni(b)N2(b)] 
+ LP1(bN2(b) + Ni(6)P2(b)] 
= (0) 十 OUR 十 N:(b)] 
= VD Vee 
(6) 依 题 设 知 存在 M>0， 使 得 


[If(2) ~ GO)1 委 MIz 一 y| (<r,y<<b). 
由 此 知 对 [a,65] 的 任 一 分 划 A: a 二 zo<z1 过 …<z,=5, 均 有 


ve 一 它 | flzi) — fx;_)| <MZlz 一 zi = MG—a). 


这 说 明 (有 <M(6 一 a). 


(7) 由 题 设 知 存在 M>>0, 使 得 
{lf(2) 一 Go)1 入 Miz 一 y| (一 co<zy< 十 co). 
从 而 对 [a,6] 的 任 一 分 划 A: ae=zo<zi<…<z 一 5, 我 们 有 


v= 2 IgG — pF DY < DMI ~ fo) 


= MB lf) — f(z V1< MV 
例 3 试 证 明 下 列 命题 
(1) 车 fEBV[a,6]), 则 f(z) 几乎 处 处 可 微 , 且 


| Von 一 | 户 (z)1|，a.e.zE [a,b]. 


(2) 车 fEBV([a, 执 ), 则 ( 弧 长 ) 六 >| VITIF CI Fdz. 


证 明 《1) GD 根据 全 变 差 的 定义 可 知 ,对 任 给 e 汪 0, 存 在 分 划 
4A:a= 一 rz<zr 一 … 和 二 一 D， 
使 得 
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VD- BU -ye- )|<e, Cx ) 


我 们 可 以 作出 [a,6] 上 的 函数 g(z) ,使 得 
f(x) 十 cn f(z) f(r), 民 € | 
— f(x)+o, fr) fi), (i=1,2,,k 
其 中 cocf (i=1,2,…,k) 是 常数 . 
实际 上 ,首先 ,对 zE [az], 令 
和 — fla0), f(z1) > f(a0), 
g(7) = 
— f(r) + fla), fz) < fao). 
其 次 ,用 归纳 法 ,车 在 [a,zi](i<8) 上 已 定义 了 g(x), 则 对 xE 
(zisZit1j ;定义 


g(r)= | 


fz) + [g(x) — f(zi)], f(zit1) f(z;), 
— f(z)+ [g(r) + fOr)], flrin) < f(x). 

对 如 此 作成 的 g(xz), 易 知 对 每 个 [zi-1,zij, 或 g(z) 一 f(z) 或 
g(Zz) 十 f(z) 是 常数 ,上 且 |g' (zx)|=|(zx)|, a.e. XE€ [a,b]. 又 由 式 (x) 
可 得 


g(7)= | 


b 
VC 一 sgG)<<s， 


以 及 Wf) 一 g(z) 是 [a,6] 上 的 递增 函数 . 
GD 由 Q) 知 ,对 e=1/2", 存 在 [a,5]J 上 的 函数 列 {g,(z)} ,使 得 
Vn — gC6) < ee)| = If (0), ae ze [eb]. 
这 说 明 
BlV Vn- gz <+ mo, zx€ [a,b]. 
引用 Fubini 深 项 微分 定理 ， 可 知 
DE VD -a0]<+ ee, eze [eb 


由 于 gs(z)|=|f'(z)|, a.e. xz€E[a,bj, 且 于 V Nz0, a.€. XE 


[4,6j, 故 我 们 有 
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中 VD = 1f (2)|, a.e.r€ [ao]. 


(2) 实际 上 , 记 坟 (z) 是 在 [ce,z] 上 曲线 y=F(z) 的 弧 长 (ae 委 z 委 
为 ， 易 知 对 c<z<y<2, 有 


U9) — UFVYy— zr) + [fy) — f(r) > 0， 
即 jwr(z) 在 [ae, 思 上 递增 . 由 于 


人 2 — L(x) > /二 2D 二 AD] ， 
党 和 


Wz) MI+ELF DF, a.e.r€ [a,bl. 
从 而 我 们 有 


1b) 之 feedz > [ MI+ [Fz) Fdz. 
例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 feEC([a,8]) 以 及 0 YC)<+%, 则 对 任意 的 4: 0<4< 


故 得 


V (1), 均 存在 3 之 0, 当 分 划 A: a=z<zi<…<zm=4 满 足 14A1 = 
max{zi—Zzi: i==1,2,…,n}<6 时 ,有 
po CD 
f= 
(2) 设 fEBV([a,8]),E={zi}C[La,b]. 若 f(z)==0(zx 关 zi), 则 
f' (zx)=0,a.e. rE [a,b]. 
证 明 (1) 由 题 设 知 ,存在 6>0 与 分 划 A : a=to<…<t,=b, 使 
得 
p 
vo = PFD -> lsl<s, 
且 有 (fEC([a,5])) 
[fC2)—f |< md/2p (zr,y€ELa,bJ lz—y|<0). 
现在 ,对 满足 1A' 咱 <6 的 分 划 A ,相应 于 (*) 式 中 的 第 ; 项 与 4 中 
的 j 项 满足 > 和 mi<ms<y 有 
f(z) 一 Cr 1 > On 一 Oo-Dl 一 (ou — NV/p. 
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从 而 可 得 
p 
Df ea) = Fr))> Df) -fy 1- (aN 
i=1 =1 
一 va 一 (oa 一 人 ) 一 人 
(2) 令 Frz)=aiGEN),S={z) ,并 作 点 集 
一 {ze [a,b]: zx 七 5, 且 存在 无 限 多 个 >， 
f(y) ~ f(x) 1 
包 得 | 三 加 |> 革 ， 
即 zE E, 当 且 仅 当 对 无 限 多 个 i, 有 |z 一 zi|<klail. 记 i= (zi 一 
klail ,zi 十 kiai1), 易 知 


UE, Snd) = alal<+o 
i=l iml 


iT 


(feBVda,]), 玫 5 lawl<+co). 因此 ,其 上 限 集 为 零 测 集 : 


(站 口中 =0. 这 说 明 除 一 零 测 集 外 ,不 能 有 无 限 多 个 z 进入 Ei, 于 
是 mmCED 一 0. 从 而 我 们 有 
msU| Ua =0,， f(z)=0 |zE Ua 
例 5 试 证 明 下 列 命题 到 
CD 设 FELipl([a,b), 则 VCP) 也 是 属于 Lipl([a, 扫 )， 


(2) 设 EC[o,1], 则 Xe(z) 在 [o,1] 上 有 界 变 差 的 充分 必要 条 件 
是 : EE 的 边界 点 集 是 有 限 集 . 

证 明 略 . 

例 6 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 fEBV([0,aj), 令 F(z)= 士 | f(Wd(0<z<o), 则 FE 
BV([6,a]). 

(2) 设 fEBV([a,6j) 当 且 仅 当 存 在 [a,5] 上 的 函数 F(x) ,使 得 

[f(z)—f SF) Fr (azr'<r eb). (*) 
6 
(3) 设 fEBV([a,6j]). 车 有 VC) = f(6) 一 fa), 则 f(z) 在 
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[4,56] 上 递增 . 
证 明 (1) 根据 Jordan 分 解 , 只 需 指出 : 当 f(z) 是 递增 函数 时 ， 
F(z) 也 递增 .为 此 ,假定 0<zx<y<a, 我 们 有 


FOy) — F(z) = 了 fd (3 Il fdt 
> =H? = z/(D( -i)=-0 


由 此 即 得 所 证 . 
(2) 必要 性 取 (z)= VY (7), 则 对 a<x <zx"<b, 我 们 有 


er 
[f(z) — flr) < VN = Fr — F(x). 
a 


充分 性 ”假定 式 (*) 成 立 , 则 对 [a,6] 的 任 一 分 划 A: ea 一 zo<<zi<< 
…<z 一 0 我 们 有 


v= 5) fez) -fr IED) Fr WI=F6) -F(a). 
由 此 即 知 /EBVC[abD。 
(3) 令 F(z)= VD 一 fwD+f(a), 则 F(a)==F(5b)=0. 易 知 
F(z) 是 递增 函数 , 故 有 F(z)=0(ae 生 rz 过 0). 这 说 明 f(z)=f(a) 十 
VC 证 


例 7 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 微 . 若 ER([a,5]), 则 


VD = Lr wldz. 
(2) (更 广 的 结果 ) 设 Fe R([a,b]). 令 Fn)= [fade< 
5), 则 VD=| rod 
证 明 (1) (i) 对 zx ,zxz”E [a,6b] 目 x' 之 zx", 我们 有 
1Fzo 一 f(z)| = Freesl|< fr wr. 
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由 此 易 知 Vons[ire ldz. 
(ii) 作 [a,6j 的 分 划 A: a=zo<z<…<z 一 0 则 


va Ve fz)| 1s sl 


注意 到 va 和 VY (有 ), 由 题 设 知 


fr wl = im DPN sl < VC 
a 21 0 Vv 
综合 (i),(ii) 即 得 所 证 . 

(2) (i) 对 [a,6j 的 任 一 分 划 ,A: a= ro<zi<…<z 一 六 均 有 


Ve - 辫 IF(z) — F(z)| 一 3 frou 


<PF oie = fol <+ om. 
> > 


由 此 即 知 PEBVC[a,5D), 且 VR)<| If dr 
Gi (A) 先 看 特定 的 阶梯 函数 
Fz)= De 0) & 二 1 或 0 或 -1 (a<r<&b). 
我 人 有 
Treoreoaz = p39 fd 


< 了 


天 b 
= >I1F(Cz) — Fz)| < VE). 
i=l i=l a 


(B) 对 于 题 设 中 的 f(z), 作 [a,5b] 上 的 阶梯 函数 列 {y,(z)) ,使 得 
limgn(z)=f(z),a.e.zE[a,b], 且 令 
J Pz) = sgn{f(7)} (n € N,r € [a,b)), 
由 (A) 易 知 scoreoars Vor). 又 注意 到 
limg(z) f(z) = [fel a.e.7 € [a,b], 
根据 控制 收敛 定理 可 得 


| (Ddt 
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[a 
[rw ld = lim| gn) /Cade < VE). 

例 8 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 feBV([c,b]). 若 FCz) 有 原 函 数 , 则 fEC([a,6b]). 

(2) 设 f: [a,b]>[c,d] 是 连续 函数 . 若 对 任意 的 yE [c,dj, 点 集 
"'({y)) 至 多 有 (在 [a,5] 内 )10 个 点 , 则 VCPD<10(d 一 o). 

(3) 设 fEBV([a,6]). 若 zoE[a,6], 则 z=xo 是 f(x) 的 连续 点 
当 上 且 仅 当 z 一 zo 是 Vf) 的 连续 点 . 

(4) 设 fEBV([a,6b]). 对 f(z) 的 不 连续 点 zo€ [4,6], 记 

D(zo) = |f (zot 0)— f(z)| + |flzo ~ 0) — f(zo)| 


(车 zo=a 或 5, 则 令 D(zo)==|f《zo 和 十 0) 一 f(zo) | 或 |f (zo 一 0) 一 
f(zo)1) ,现在 假定 {z,}C[la,bj] 是 f(z) 的 不 连续 点 列 , 则 
2 < Vo 

证 明 (1) 反 证 法 . 着 存在 we (asb), 使 得 |f (zo+0) 一 f(zs 一 0)| 
三 6 之 0, 则 对 任意 的 e>0, 有 |f (zo 十 e) 一 f(zo 一 e) | 之 6o/2. 从 而 f(x) 
在 两 值 

max{[f(zo — 0),f(zo + 0)} + 60/3 

与 min{f(zxo — 0),f (zo t+ 0)} — 60/3 
之 间 取 不 到 中 间 值 ,这 与 fCz) 具 有 原 函 数 矛盾 . 

(2) 对 [a,5j 的 任 一 分 划 A: a=zo<ztt<<…< 之 z=b, 记 了 = 
[zi_1;z] ,Vi 表示 以 (zi_1) ,f(zi) 为 端点 的 区 间 , 则 f(1;) 仍 是 一 个 区 


间 , 且 有 
faa) pe " 
人 a | 二 pA 


Be — f(z_)|< by 
< fw)dy = 『 Yxowondys lo 一 9). 
imlde ci=l 
(3) (iD 因为 对 e 委 zo<z 秋 5, 有 


17cz) -Fazo0l 和 VOD = VD VD. 
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所 以 当 VC 在 = 一 mm 处 连续 时 ,f(z) 也 在 zx 二 zo 处 连续 
(ii) 设 z=zo€ [a,6b) 是 f(z) 的 连续 点 , 即 对 任 给 s>>0, 存 在 6 
0, 使 得 
[f(z) — fz)| <e/2, rE€ [roro tt 6) CC [a,b]. 
作 [zo,zo 十 们 的 分 划 A: rzo< zi<…<z 一 zo 十 $, 使 得 
> f(z) — fr)1+ > Vn. 
imwl z0 
a z0+8 zo+8 zy zx0+8 
由 于 > |/(z) 一 /zol 和 VCD ,VCD= VCD+ V0), 故 


of z0+8 


VD=VD- VD 
5 f(z) — f(z;_)| 
和 忌 |FGz) — FGz | 
=If(z) - Aczo1 十 二 < 
从 而 知 VCD< VCPD<eCcv<z<a). 这 说 明 VCP) 在 z 一 xn 处 是 右 


连续 的 . 同 理 可 证 VCP) 在 zx=zo 处 左 连续 . 
(4) 若 不 连续 点 是 有 限 个 : zx1 ,zs，,… ,zm, 又 设 d>0 是 这 些 点 之 间 
的 最 小 距离 , 则 对 任 给 。>>0, 存 在 
0<a<d/2, 0<6b<d/2 (=1,2,%,m), 
[flzi— 0) 一 Ar — a)| <e/2m, 
Iflzi 十 0) 一 Fr 十 加 | < e/2m. 
现在 作 [a,b] 之 分 划 4A: Zizi 一 Qiszi 十 b;:(i==1,2,…,m), 则 在 其 上 
了 f(z) 的 变 差 v。 有 估计 : 


ve Dflzi— a) — flr) + Fn) — fz; + 6)|, 
i=l] 
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[flzi— OO) — fr fr — 0) — fr— a)l 
+ |7Gzri 一 ai) — fz)| 
委 e/2m 十 | Fr 一 ai) — fz). 
由 此 知 | f(z 一 0) 一 f(z) | 一 e/2m 达 |f(z; 一 ai) 一 f(zxi)1. 类 似 地 可 推 
fzi+0) 一 fz) | 一 e/2M 过 |f(zi 十 b7) 一 f(zi)1. 从 而 得 


ol Ho 一 f(z)1 一 走 | 
+ {Ife + 0 — 76)|— 去 )) 


re 一 0 -zl1+ f+0) — f(z)|— 


m 


中 让 M: 


D(z) 一 e 


i=l 


因此 ,我 们 有 va> BD). 随 之 就 有 V (有) 之 Sp men). 由 此 


易 知 V( 有 ) 宇 >)D(z;)( 即 可 列 个 x 也 成 立 ). 
a i21 


注 由 (4) 知 ,车 fEBV([a,5b]), 则 点 集 
E: = {x € [a,b]: w(x) > 1/k} 
必 为 有 限 集 . (wr(z) 表 示 f(z) 在 z 点 上 的 振幅 ) 
例 9 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 {fi(z)} 是 [a,5]J 上 的 有 界 变 差 函 数列 , 且 有 


6 
VOD 入 ME=12…)， limfilz) = f(z), zx € [a,b], 


则 feBV([a,b) 且 满足 VCP<M 
(2) 设 fEBV([a,6]),f.EBV([a,b])nEN). 荐 有 
lim Ve —f.)=0, 
则 存在 {f(z)) ,使 得 limf = C0) va.e. zx€E[a,b]. 


(3) 设 f. EBV([a,5b]) (nEN). 若 对 任 给 e 之 0, 存 在 no, 使 得 
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Vf 一 所 ) 之 e (n,m 之 no), 且 {f(a)} 是 Cauchy 列 , 则 存在 Fe 


BV([a,6]), 使 得 lim V(f, 一 让 =0. 
证 明 (1) 对 [a,6] 的 任 一 分 划 A: a=zo<zi<…<xz* 一 5, 我 们 有 


由 b 
Dfilz)— hz WV EM EN). 
iwl a 
令 &->o0, 则 由 题 设 知 
lim D1fi(z) — fl)| 
en feo} 


= Dro) —f(rNI<M (EN). 
从 而 可 得 V (有 <M, 证 毕 . 


(2) 依 题 设 知 ,存在 {f(z)) ,使 得 


si 


(f—f,)<+o0. Sgilz) 


二 VU 一/,)(zE[a,b]), 易 知 3gi(z) 在 La,5] 上 收 合 . 注 意 到 gi(z) 
GEN) 在 [a,6J] 上 递增 , 故 根据 Fubini 定理 ,可 知 
> 2 Vo 一 大)]a.e 收敛. 
这 说 明 
Sr) — f(z)| <+ oo a.e.z€ [a,b], 

即 al 一 天 Go1=ouae zera 轨 ,证 

(3) GD 令 V() 一 M, 由 题 设 知 对 [a16] 的 任 一 分 刘 A: a 二 zs 之 
如 <…<zo 一 6, 我 们 有 

Bf fe) 


SO Nf) fz) 一 万 Cr- + fx)| 
iel 


299 


十 3 | /Cna) — fo Cx)1 
i=} 
VF -f+ VY) <etM. 


4 
由 此 知 VCPD)<M' nnEN,M'>>0). 


现在 设 |f,(a) | 三 M"(nEN,M">>0). 因为 我 们 有 
| PCz)1 委 JsCz) 一 万 Ca) 十 | Ce)| 


b 
和 VC HM ESM” COEN,M >0)， 


所 以 根据 已 知 结论 ,存在 {f,,(z)}) 以 及 fEBV([a,6]) ,使 得 
limf, (7) =f(r1) (a<zr<<b). 


(ii) 易 知 对 任 给 s 之 0, 对 任意 的 分 划 A, 我 们 有 
De) 一 Ga) — fn) + fx) 
4 


请 
< Vf, — Ne (过 mo). 
令 k>o00, 则 得 (n 宇 no) 
DACOE 一 六 Cn) 一 Fn D 十 所 crD1<e 
4 


6 二 
由 此 即 得 VC 一 六)<e, 也 即 lim VC 一 六 =0， 


例 10 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 定义 在 [0,co) 上 的 f(z) 满 足 : 


V=sup( VD: n=1,2,")<+ %, 
0 


风 级 数 六 7CbD 与 积分 | f(z)dz 同 钱 散 . 
(2) 设 f€EBV([0,2x]), 则 对 任意 的 整数 , 均 有 |n，f(n) | 过 
2r 
VLD (fn) 表 示 f(z) 的 Fourier 系数 ). 


证 明 (1) (i) 对 [0,co) 上 的 非 负 递 减 函 数 g(z) , 令 
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%= edt— De = 12,.). 
5 


=1 


由 为 1 一 为 = gCDde 一 gtn 十 1) 之 0, 可 知 {入} 是 递增 数列 . 因为 


Ww ed nl 
[ewar = Z| gd < Beth), 
和 ASg(0) — gn) < g(0), 

所 以 (2} 是 收敛 列 . 

(ii) 作 分 解 f(z)== 有 (xz) 一 f(z), 其 中 fi(z) 之 0,f,(z) 之 0 且 都 
是 递减 函数 . ( 记 [0,z] 上 f(x) 的 正 、 人 负 变 差 为 P(r),N(z): 车 f(0) 之 
0, 则 取 有 (zx)=V 十 f(0) 一 N(z),fs(z)==V 一 P(x); 车 f(0)<<0, 则 取 
fi(z)=V—N(z) ,fi(z)=V—f(0)—P(z).) 


令 4=|f(O 一 可 /0), 则 有 


.= (fw Br) (fiw — Df)). 
a k=l 9 t=1 
以 有 i(z),f2(z) 视 作 () 中 之 g(z), 易 知 当 n 一 oo 时 上 式 极 限 存在 . 


车 | /Dd 存在 , 则 no 时， Daa. 的 极限 存 
0 位 0 
在 . 
车 /4) 收 化 , 易 知 lim 72) 一 0, 则 存在 lim | /Ce)dt, 即 


| a 收 化， 


(十 1)2x/ nl 


(2) 设 * 关 0 是 整数 , 则 | ed 才 


24x/|n| 
人 =0,1,2，…lnl)， 
#0)=— Df do, an 人 (Cn 天 0)， 
则 &(n)==0(n 关 0). 从 而 可 得 
lfoo1 = 去 


ce — g(xz)Je “dz 
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nl 
< 去 > co feed ldr 
27 Et, ， 


< 让 VD- 让 Vo 


例 11 设立 al<+eo, 则 /KGz) 一 位 ouat 在 [一 1,1] 是 有 界 变 
k=1 k=1 


差 函 数 . 
证 明 先 看 对 [0,1] 的 任 一 分 划 A: 0=zo<zi<…<z 一 1, 有 


w= THD fea)1 = Da dt)| 
i=1 iol t=1 
人 <TD t= Dal( De ) 
i=l] kl k=1 i=1 
= > lal. 
BAel 


1 
由 此 知 VCPD)< 十 co. 类 似 地 可 推 fE BV([ 一 1,0]). 即 得 所 证 . 
例 12 设 fecm((0,1]), 且 80)=0, 试 证 明 
VD= sup (1/(O1+ [ If ea)ldr) 总 Mm. 


证 明 “ 依 题 设 知 ,对 任 给 。 之 0,fEBV([e,1]), 故 有 V0)= 
feeldz 从 而 可 得 


1 
M=sup (IfCe) — f(0)|+ VD) 


€ 有 
<sup VCD + VCD} 
< sup {| Fe) 一 70)| 十 |fz) — fe 
0<e<zi<…<zm=1 
二 十 1FGD fre dl) 
<sup (IO1+ | 7 Dd). 
0<e<l 下 
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§ 5.3 不 定 积分 的 微分 


基本 内 容 


引 理 设 fEL([a,6])， 4RC= 寺 六 fw)dt ( 当 zE[awb] 时 , 令 f(z)= 
0) ,我们 有 
lim| Fz) 一 Cr)ldz = 0. 
定理 设 /EL([a,6]), 令 
F(z) = | rod，ze [Leb], 
则 F(z)=f(z), a.e. rE [a,b]. 
推论 若 /EL(Ta.b]), 则 对 [a,6] 中 几乎 处 处 的 点 ,都 有 
lim 广 + [f(z + — f(r)ld=0 
(我 们 称 满足 上 式 的 点 z 为 f(z) 的 Lebesgue 点 ). 
典型 例题 精 解 
例 1 解答 下 列 问题 : 
(1) 设 PCD)=| Xolde(0<z<1), 试 同 在 怎样 的 点 z 上 ,F(x) 
Xo(z)? 
(2) 令 {r,}C(0， 1 是 有 再 教 列 ,{ a,} 是 实数 列 , 定 义 
3 


lz 一 m | 2， xz 天 my， 


/=| nEN); f(D)= Bf), 


Qny 工 一 
试 证 明 JE 人 在 xz 一 六 
上 不 可 导 . 

(3) 设 EC[0,1] 是 可 测 集 , 若 存在 !: 0<!<1, 使 得 对 [0,1] 中 任 
意 的 子 区 间 [4a,6], 均 有 m(EN[a,6]) 尖 1(6 一 a)，, 试 证 明 m(E)=1. 

解 (1) 因为 f(z) 二 0, 所 以 由 F'(z)=0=Xo(zx),a.e.7XE€ 
[0,1], 可 知 F'(z) 关 Xa(z)(zEQ). 

(2) 由 f(x) 之 0,a.e.zE[0,1], 我 们 有 
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1 rt PE et 
otroner<), 2"|z— rl) dzr—2 


从 而 知 fdr< D2 <+eo, 即 JEZ[o.1D)， 
此 外 ,对 任意 的 x,,h 二 0， 我 朋友 


F(r, 十 天 Flr, rt rt 
半生 = “Fedz 让 f(z)dzr 


> 一 co (h>0). 
从 而 知 后 一 结论 为 真 . 
(3) 对 zxE[0,1]， 由 题 设 知 2z| xcodt>L 令 za 十 ， 则 得 1 之 


4a.e.zE[0,1]. 这 说 明 这 些 几 乎 处 处 的 点 是 五 中 点 , 即 m(E)=1. 
例 2 试 证 明 下 列 命题 
(1) 设 fEZ([0,1]),g(z) 是 定义 在 [0,1] 上 的 单调 上 升 函数 , 若 
对 任意 的 [a,5]C[0,1], 有 


4 2 
eH <[g(6) ~ g(a)]J(b — a), 


则 产 (z) 是 [0,1] 上 的 可 积 函 数 . 
(2) 设 f(z) 是 R! 上 的 有 界 可 测 函 数 ,0 二 4<1. 若 对 任意 的 区 间 
[a,6b], 有 
fas| 这 ole) edz p>, 


则 f(z)=0, a.e.zER'. 

(3) 设 定义 在 R' 上 的 局 部 可 积 函 数 f(z),ECR' 且 五 一 Ri. 若 
f(z+t)= 二 f(z)GEE,TER'), 则 有 f(z) 二 C( 常 数 ),a.e. XER'. 

证 明 (1) 依 题 设 知 ,对 任意 的 rz,z 十 ArE[0,1], 均 有 


十 Ar 2 
| fd < 
2 

[g(x + Ar)— g(xz)] 
< + 人 A 已， Azx > 0. 


[g(x+ Az)— g(x)]JAx, Ar>0, 


1 十 Ar 
| fde 


令 Ax->0, 即 得 |f(z) 1? 二 g' (zx),a.e.z€E[0,1]. 这 说 明 结论 成 立 . 
《2) 进行 与 (1) 类 似 的 操作 ,我 们 有 
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十 Ar 2 1 xtAr 
去 | fod| <2 志 | lf ld (Azr>0). 


再 令 Ar 一 0, 可 知 |f(x)1* 人 41f(z)1*,a.e.zE€[a,6b]. 由 此 氏 得 
|f(z)| =0, a.e.7z € [a,b]. 
(3) (i) 若 fECO(RY), 则 由 f(z)=f(0)(zEE) 与 玉 =R! 可 知 
f(z)=f(0) (rER'). 
(ii) 对 fELC[a,6]) ([a,5]CR'), 作 函数 


f(z) = 二 六 Ad (h> 0,r€ RY), 
易 知 fiEC(R') 且 访 (z 十 9) 一 访 (z)GsE 匹 ). 从 而 由 (i) 知 f(x) 圭 
所 (0)( 常 数 ,zERI), 因为 limfi(z)=f(z)(h>0,a.e.zER'), 所 以 
f(z)=/f(0), a.e.r€ER. 

例 3 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 f(z) 是 以 2x 与 1 为 周期 的 可 积 函 数 , 则 f(x) 二 C( 常 数 )， 
a.e.TER!'. 

(2) 设 f(z) 是 R! 上 的 可 测 函数 , 且 R: 中 一 个 稠密 集中 的 数 缘 是 
f(z) 的 周期 , 则 f(x)==C( 常 数 ) ,ae.zER:. 

(3) 设 f€ELCR'). 车 对 任 一 满足 m(G)==1 的 开 集 G, 均 有 
| eepaz=o 则 FeD=oae xER', 


证 明 (1) (i) 车 /EC(R'), 令 EE={2kr 十 i: 有 ,i€EZ}, 则 由 题 设 
知 f(z) 二 (0)(zEE). 因 为 EE=R!, 所 以 f(z) 三 f(0). 
(ii) 对 fEL([a,5])([a,b]CR'), 作 函数 (1h| 之 0) 


1 vr 
f(z) = 二 [ f(Ddt 一 站 [ze + tdt, 
则 可 得 
二 全 Er 
a | fz +t+ Ddt=— 刘 flz + dt = f(z), 
; : 


filz + 27) = f(r). 
因为 f(z) 是 连续 函数 ,所 以 由 (i) 知 f(z) 三 C (常数 ). 注意 到 
lim f(z) 二 f(z),a.e.XER', 即 可 得 证 . 
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(2) 令 g(z)=f(z)/[If(z) 1 十 1](zER'), 则 |g(z)1<1 且 其 周 
期 与 f(z) 相同. 考查 CCz) 一 | gC)dz( 注 意 ; 车 T>0 是 pCz) 的 周期 ， 
9EZ([0,T])，, 则 

Jim 去 | rod = 未 | gd 人 了) 
对 于 g (4) 的 周期 列 {T,): 了 ,>0(n 一 oo) ,我 们 有 
= e+ 6) CE N). 
令 nco 可 知 Le=G'(Cz) 一 5g(z),ae.zER!. 由 此 即 得 所 证 . 


(3) 由 题 设 知 ,对 aE Ri 有 六 raz=o, 故 对 于 5>0, 可 得 


+ +1+46 
计 adz= 二 | ， f(z)dz. 
令 b>0, 我 人 有 Fa) 一 (Ga 十 1) ,ae.aERL 令 
El= {aeER: fla)#¥flat+1))}, m(E)=0, 
E,= {a€ER': fla)=f(a+1)#¥ flat+2))}, m(E,) = 0, 


E,= {a€R': fla)=f(a+1)=…= f(at+n) 
f(at+nt+1)}, m(E,)=0, 


且 记 S= 
以 及 


RN UE), 则 fC)=f(at+D)="=f(atn) = (a€ 8), 


十 1/m 
中 adz] = f(a) (ae SNZ,m(Z) = 0). 
对 aESNZ, 令 
G= [sat i)U (atlatiti)u. 


lim 


U <+n-la+na-1+zj， 
则 G 是 开 集 . 且 m(G)=1, 且 有 
/an 
| ey Ee "| f(t)dzr f(a) (no0). 
Go a 
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这 说 明 对 几乎 处 处 的 ecER:, 有 f(a)=0. 

例 4 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 fEL(l[a,6]),xoE (asb) 是 f(z) 的 Lebesgue 点 . (EF,} 是 
(a,6) 中 可 测 集 列 , {6,} 是 收敛 于 零 的 正 数列 , 且 EC[zo 一 6,,7zo 二 6,]， 
m(Es)>ab,(a>0,nEN). 和 


lim pr ne fz)dzr = f(zo). 


(2) 设 fEZ([0,1]). 若 对 任意 的 zxE (0,1) 以 及 e>0, 均 存在 开 
区 间 .1-C(0,1), 使 得 


rEJ my) <e, | red=o 
则 对 任意 的 开 区 间 TC (0,1), 均 有 | Fo)d: 一 0 
证 明 (1) 注意 tim 直 站。 f(z) 一 flzo) 1dz 一 0, 以 及 


| - foldz< 二 起 co ~ fed de 


(2) 对 fz) 的 Lebesgue 点 rzoE Se 0 的 正 数列 (6,} 
Zo€ J 二 [Zo 一 0,xo 二 6.]C(0,1),6, 达 1/n, 使 得 
0= lim n 28. | f(z)dr = f(zo), f(zo) = 0， 
因 为 [0,1] 中 点 几乎 处 处 都 是 Lebesgue 点 ,所 以 F(z) 一 0,a.e.zE 
[0,1]. 从 而 | fz)dz=0 


8$ 5.4 绝对 连续 函数 与 微 积分 基本 定理 


基本 内 容 
问题 设 f(x) 是 定义 在 [a,5] 上 的 实 信函 数 , 问 等 式 
AD -Ho = [Pd ze [eb] 


是 否 成 立 或 在 什么 条 件 下 成 立 ? 
首先 我 们 看 到 ,如 果 等 式 成 立 ,那么 f(z) 一 定 是 有 界 变 差 的 连续 函数 ,其 次 若 
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f(z) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 的 连续 函数 ,此 时 六 EL([a,5]) ,并 令 
h(x) = f(z) 一 [7 Oa, 


则 加 (zx)=0a.e. 且 h(a)==f(a). 注 意 到 前 式 成 立 的 意思 就 是 h(x) 应 该 恒 等 于 一 
个 常数 . 这 就 使 我 们 回忆 起 Cantor 函数 B(x), 它 是 [0,1] 上 单调 上 升 的 连续 函数 ， 
D(z)=0, a.e. rE [0,11, 但 @B(z) 并 不 是 常数 ,因为 $(0) 二 0,8(1)=1. 由 此 可 
知 ,为 使 等 式 成 立 , 我 们 还 需要 给 /(z) 再 加 上 一 定 的 条 件 . 

从 上 面 的 议论 中 我 们 已 经 看 到 ,一 个 几乎 处 处 可 微 且 导数 为 零 的 函数 并 不 一 
定 等 于 一 个 常数 .为 了 排除 这 种 “奇异 ”情况 ,让 我 们 进一步 分 析 这 类 函数 的 特征 . 

引 理 设 f(z) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 可 微 且 "(zr)=0, a.e. zx€E [a,b]. 若 f(x) 
在 [a,5b] 上 不 是 常数 函数 , 则 必 存 在 e>0, 使 得 对 任意 的 63>0,[a,6] 内 存在 有 限 个 
互 不 相交 的 区 间 

(T1591) (Tay2) ss (Tn ys)» 

其 长 度 的 总 和 小 于 6, 使 得 > f(y) 一 f(z)|>>e. 

定义 设 /(z) 是 [a,b] 上 的 实 值 函数 .车 对 任 给 的 。>0, 存 在 3>0, 使 得 当 
[a, 杂 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (zi,y,) (i 二 1,2,…,n) 满 足 六 (一 zD)< 
时 ,有 

Df fr) |<e, 
he] 

则 称 f(z) 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 ,其 全 体 记 为 ACC[a,5]). 

显然 ,我 们 有 下 述 简单 事实 ; 

(i) 绝对 连续 函数 一 定 是 连续 函数 ， 

(ii) 在 [a,b] 上 绝对 连续 函数 的 全 体 构成 一 个 线性 空间 . 

定理 1 若 /ELC[a,6]), 则 其 不 定 积分 F(z) = | (0)dt 是 [a,6] 上 的 绝对 
连续 函数 . 

定理 2 若 f(z) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 f(z) 是 [a,bj 上 的 有 界 变 差 函 
数 . 

推理 车 /(z) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 f(z) 在 [a,bJ 上 是 几乎 处 处 可 
微 的 , 且 fr(z) 是 [a,5] 上 的 可 积 函 数 . 

定理 3 若 f(z) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 目 (zx)=0, a.e.xz€ [a,bj, 则 
f(z) 在 [a,6b]J 上 等 于 一 个 常数 . 

定理 4( 微 积分 基本 定理 ) 若 f(x) 是 [a,5b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 

za) — Fa) = | Podt，ze ab]. 
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注 1 综合 上 述 ,可 小 结 如 下 :“ 一 个 定义 在 [e, 纪 上 的 函数 f(z) 具 有 形式 
AD = fo + [ed, gl € Les) 
的 充分 且 必 要 条 件 为 : f(z) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函 教 . 此 时 我 们 有 g(x) = 
f(z), a.e.7€E[ab).” 
注 2 绝对 连续 函数 是 几乎 处 处 可 微 的 这 个 结论 一 般 是 不 能 改进 的 . 


典型 例题 精 解 


例 1 判别 下 列 函 数 在 给 定 区 间 上 的 绝对 连续 性 : 

(1) fz)=|zx|, [—1,1]; (2) f(z)=V zr, [0,1]; 

(3) f(x)=ztsin(1/z’), [0,1],f(0)=0; 

(4) Cantor 函数 CCz)，[0,1]. 

解 (1) f(z)=|z| 在 [一 1,1J 上 绝对 连续 . 

(2) 注意 到 二 一 却 | dt, 故 JEAC([0,1])， 

(3) 0<g<p 时 ,fE€AC([0,1]) (注意 , 当 0<p<g 时 ,7 己 
BV ([0,1)). 

(4) 假定 C(z) 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 因 C' (x)==0,a. @. 
zE [0,1], 所 以 Cw)=[C (Wao0. 这 导致 耶 盾 , 故 Cantor 函数 不 是 
绝对 连续 函数 . 

例 2 解答 下 列 问 题 : 

(1) 试 作 一 个 在 [0,1] 上 无 处 单调 的 绝对 连续 函数 . 

(2) 设 ECL0,1] 且 m(E)>0, 试 作 fEAC([0,1j), 且 f(x) 严格 
递增 ,使 得 (x)=0(zE€ EE). 

(3) 试问 一 致 连续 的 函数 是 绝对 连续 的 吗 ? 

《4) 试问 两 个 绝对 连续 的 函数 之 复合 函数 是 绝对 连续 函数 吗 ? 

(5) 试问 绝对 函数 列 在 一 致 收敛 的 运算 下 是 封闭 的 吗 ? 

解 (1) 在 [0,1] 中 作 点 集 EE, 使 得 [0,1] 中 任 一 区 间 了 都 有 ( 见 
$2.4 例 1) 

m(IN E)>0, mlI NE)>0, 
并 作 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 
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Fo = | De 一 和 OO]d 


因此 ,对 [0,1] 中 任 一 区 间 了 ,存在 m ETmE,zEZ 站 应 ,使 得 
f(z) 一 Xe(zi) — XE(z1) =1>0; 
f (x2) = Xe(x2) — XE (XT2) =—1<0. 
这 说 明 f(z) 在 区 间 7 上 不 是 单调 函数 , 即 得 所 证 . 
(2) 设 互 C[0,1] 是 类 Cantor 集 : m(H)>>0 且 m(H')>>0. 令 
E=H', 我 们 作 本 数 f(z) | xuGDdtCO<z<1), 即 为 所 求 , 


(3) 否 . 例如 jz) 一 zzsin(1/zz)(0<z 和 1),j(0)=0. 我 们 对 
[0,1] 作 分 划 A; 


1 1 1 
0<< < de hs 
nx 十 7/2 nr Mn— 1)r+in/2 
1 此 1 
< 全 ls 
Vli+nx/2 Vx Vr/2 


则 可 得 w= |sin1 一 2/x| 十 1/CGhr 十 x/2) 十 1/ (nr 十 x/2). 从 而 易 知 
k=0 


1 
VCm= 十 co， 
0 
《4) 不 一 定 . 例如 F(y) 一 > ,>yE[ 一 1,1], 以 及 
人 0<z 委 1， 
g(x)= 
Z 一 0， 


易 知 f(y) 是 [一 1,1] 上 的 绝对 连续 函数 ,g(z) 是 [0,1] 的 绝对 连续 函 
数 . 然而 ,我 们 有 


COS 0< xz< 和 1， 


1 
r/c VCF)= 十 co. 
0， Z 一 0， 
0， Oo<z< 二 ， 
(5) 令 户 (z) 一 JEAC([0,1])(aEN), 易 
1 1 
zsin 一 ， <z 委 1， 
Ft 
0， Z 一 0， 
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[0,1] 上 不 是 有 界 变 差 的 . 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 feAC([0,1]), 则 存在 AEAC([0,1])(G 一 1,2) 且 递增 ， 
使 得 f(z)=f(z) 一 f(z). 

(2) 假设 f(z) 是 定义 在 [a,5] 上 的 单调 上 升 函 数 , 则 f 可 分 解 为 : 
f(z)=g(z) 十 h(xz) (zE [a,b]) ,其 中 ,g(z) 是 单调 上 升 的 并 且 绝 对 连 
续 的 函数 ,h(z) 是 单调 上 升 函数 而 且 h'(z)=0, a.e. z€[a,6b]. 

(3) 设 f€EACCl[a,5]), 则 f+,f-€EAC([a,6). 

(4) 存在 fEC([0,1])NAC([0,1]), 而 fEAC([0,a])(0<a<< 
1). 

证 明 (1) 不 妨 假定 f(0)=0( 否 则 看 g(z)==f(z) 一 f(0)). 令 


(DD)= ODI,fi(z)= 扩 (2) 一 f(z)(0<z<1), 即 可 得 证 . 


(2) Sgw=f0+| 7 dish(z)=f (7)—g(r) aSr<b), 
则 g(z) 是 递增 的 , 且 h' (x)==0,a.e.zE [a,6bJj. 下 证 A(z) 的 递增 性 .为 
此 , 令 a 世 y<z 二 5b, 且 作 函 数 

.|f(), a<t<z, 
tl 

则 对 $> 之 0, 我 们 有 

= rt 十 8) 一刻 (G) frte 工 ft 

下 人 di > 3 f° (dt— | f° Wd 

1 yt 

= /ez 一 到 | fF Wd fo) 一 7 
应 用 Fatou 引 理 ,可知 

[rwa= | im 万 人 及 二 大 di por) - £0). 

y 0+ 


这 说 明 gC(z) 一 gC(y)<f(z) 一 f(y), 即 h(y)<h(z). 
(3) 证 略 . 
(0) f (2)=(e—Dsin( jj] (0<z<D ,70)=0. 


例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 车 函数 f(z) 在 [a,5] 上 满足 Lipschitz 条 件 : 
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17Cz) 一 AGOo)1 委 Miz 一 ?|，zyEf[fe'o]， 

则 f(z) 是 [a,65]J 上 的 绝对 连续 函数 . 

(2) 设 f(z) 是 [a,5bjJ 上 的 非 负 绝 对 连续 函数 , 则 产 (z) (p 之 1) 是 
[a,6] 上 的 绝对 连续 函数 . 

(3) 设 fEBV([0,1]). 若 对 任 给 s>0,f(z) 在 [s,1] 上 绝对 连续 ， 
且 f(x) 在 z=0 处 连续 , 则 f(z) 在 [0,1] 上 绝对 连续 . 

证 明 (1) 这 是 因为 
DF) fo SMD ly — zl <oM, 


ft 
所 以 对 于 任意 的 e 汪 0, 只 需 取 56<e/M 立即 可 知 结论 成 立 . 

(2) 假定 |f(z) |<M(a<x<65). 因为 我 人 有 (>>7>>0) 

er—¥=p7+0E— DE), 0<0<1, 
所 以 对 z,yE [a,65], 得 到 
Po) 一 产 (人 z)| < pM fyY) 一 7z)|. 

由 此 即 可 得 证 . 

注 设 f(z) 在 [0,1] 上 是 绝对 连续 函数 ,但 |f(z)1*(0<p<1) 在 [0,1J 上 可 
以 不 是 绝对 连续 函数 . 例如 f(x)==zx?sin(1/z)(z 冯 0),f(0)=0, 则 f€ACC[0,1]) 
(注意 | 疡 (z)| 委 3), 但 LACz)] 在 [0,1] 上 甚至 不 是 有 界 变 差 函数 . 

(3) 对 递减 收敛 于 0 的 正 数列 {fe} 以 及 ze (0,1], 可 知 


[eu = 加 | red = im[rer Fe)] = f(z) — 70). 


这 说 明 rEL([0,1]), 故 结论 成 立 , 

例 5 试 证 明 下 列 命题 ， 

(1) 设 g(z) 是 [a,5]J 上 的 绝对 连续 函数 , f(z) 在 R'! 上 满足 
Lipschitz 条 件 . 则 f[g(z)] 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 . 

(2) 设 f(z) 是 [a,b5] 上 的 绝对 连续 严格 递增 函数 ,g (y) 在 
[f(a),f(6)] 上 绝对 连续 , 则 g[f(z)] 在 [a,b] 上 绝对 连续 . 

(3) 设 f(z) 在 [a,5] 上 定义 ,车 对 任 给 e>0, 存 在 3 和 >0, 当 [a,6] 中 


有 限 个 互 不 相交 的 区 间 [z,y] (一 1,2,…:,) 满 足 六 (yx)<8 时 ， 


有 
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[Sto f(z)]|<e, 


试 证 明 f(x) 在 [a,b] 上 绝对 连续 . 
证 明 《1) 依 题 设 知 存在 M0, 使 得 
[f(z) — fF YEMIr—y| (zy€ER). 


对 任 给 6 之 0, 存 在 8 之 0, 当 [a, 杂 中 互 不 相交 区 间 组 满足 3 Cy 一 x) 二 
6 时 ,有 立 lg(yi) 一 g(xi) | 过 e. 从 而 可 得 

六 HgGoo] 一 [goD]I<MNY ey) ge) |<Me. 

i=l i=] 


由 此 结论 得 证 . 
(2) 由 gE€ACC[f(a),f(6)]) 可 知 ,对 任 给 e>>0, 存 在 >0, 当 互 


不 相交 区 间 组 {[c vd] 六 满足 {[cvd])NiCLFa),F)] 且 > Cd 一 on) 
iml 
< 时 ,有 六 lg(4d) 一 g(c)|<e. 因 为 /EAC([a,6b]), 所 以 存在 6 
im] 
0, 当 [a, 杂 中 互 不 相交 区 间 组 {[z,3])" 满足 ys 一 z.)<8 时 ,有 


pe — f(r) < 

i=l 
注意 到 f(x) 的 严格 递增 性 , 易 知 区 间 组 {[f (zi) ,f(y,)])? 也 是 互 不 相 
交 的 , 从 而 当 [a 人 中 互 不 相交 区 间 组 满足 (x 一 .<5 时 ,可 得 


> g[f(y)] — glf(z))| <e. 
(3) 依 题 设 知 ,对 任 给 s>0 以 及 [a,5] 中 互 不 相交 区 间 组 {zi,y:)1 
满足 六 (wy 一 =)<3 时 ,我 们 有 


> | /Gom) — foz)| 
1 一 1 


= BF) fd] + DE) -roo] 
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= | E00- f+ |B LG) -roo]| 
= | 00 - ra]|+| 立 Croo - ro]|<2e， 
其 中 六 表示 对 满足 fy) 之 f(z) 的 那些 子 区 间 [z;,y,] 求 和 ,3) 表示 
对 满足 fy) 过 fz) 的 那些 子 区 间 [z,,y,] 求 和 . 
例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEBV([a,6j]), 则 f(z) 在 [a,5] 上 绝对 连续 当 且 仅 当 函 数 
V0) 在 [a,5] 上 绝对 连续 . 
” (2) 设 f(z) 在 [a,6] 上 递增 , 且 有 
fr war = ro -reo)， 
则 f(z) 在 [a,6] 上 绝对 连续 . 
(3) 设 f€EBV([a,65]). 若 有 fir wlar | VD, 则 f(z) 在 
[4,6] 上 绝对 连续 . 
证 明 (1) 充分 性 、 假 定 VCDEAC[a,b]) ,注意 到 不 等 


How- F< HDVD, 
i=1 i=] 5 
立即 可 知 f€ AC([a,5]). 
必要 性 ”假定 f€E AC([a,6]), 则 对 任 给 e>0, 存 在 6>0, 对 [a,5] 
中 互 不 相交 区 间 组 {x,y)): 7(y 一 z)<6, 有 1473) 一 fz)| 
<e. 对 每 个 i, 作 分 划 
A: T=a0 a a < an = 


由 DD[aiy—a,y = 了 Cy 一 z)<86 可 知 
i=1 J=1 1 


p32 [fla) 一 fa | <e. 


从 而 对 一 切 分 划 A, 取 其 上 确 界 ,可 得 
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< < 


/onse 即 VD € AcCd[a 0)， 


(2) 考查 画 娄 下 CD)=| Pod 一 [rz) 一 /ao)], 易 知 Fa) 一 
下 (0) 一 0. 又 因 当 oe 和 rz<y 和 2 时 ,有 
Po) - FPCmD = | 7eod Lo) 一 Fo 二 0， 
所 以 RD) 是 递减 函数 . 从 而 知 F(x) 三 0, 这 说 明 
[edu -Leo -f=0, f= Fo) + a, 
即 得 所 证 ， 
(3) 只 需 指 出 函数 V (是 绝对 连续 的 即 可 . 令 


roa) = 人 iPod — VD, 
易 知 F(z) 是 [a,5] 上 的 递 威 函数 .由 (a)==F(5)==0 可 知 ,F(z) 寺 0. 
即 
0= /71d — Vp, VD= 站 rolde 


故 结论 成 立 ， 
例 7 试 证 明 下 列 命题 


(1) 设 f€EACl[La,6]) ,gE€EACl[a,5]), 则 Vw EACLa0]). 


(2) 设 A(z) 是 [a, 扑 上 的 连续 的 下 本 函数 , 则 f(z) 在 [a,6] 上 绝对 
连续 . 

证 明 (1) 依 题 设 知 ,对 任 给 6 之 0, 存 在 8>0, 使 得 当 [a,6] 中 互 不 
相交 区 间 组 { (zx;,yi)》? 满足 (3 一 zx)<6 时 ,有 


SVnD<s, 2 Vo <e 


i=l 5 


候 定 091SMs la | SM eb), 我 们 有 
Ve <M Ve + Ma Vo (= 1,2," 71), 
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从 而 知 
>| Vue — Vus|= 宫 Vue 


< Sm, Ve 十 Sm, VD = Me + Mee. 
全 5 人 
由 此 即 得 所 证 . 
(2) 对 任 给 se>>0, 取 70, 使 得 47<6 一 a, 且 有 


lz) 一 Fo)1 < (<z<a+27)， 


If(z) 一 Fo)1 < 二 (G6—27<r<h), 
以 及 f(z) 在 [a,a 十 27] 与 [5b 一 27,56] 上 单调 . 又 有 M>0, 使 得 
If(W 一 KGz)1 委 MIz 一 ?| (十 7 委 z 委 0 一 力 . 


令 6=min{7,e/3M)}), 且 设 互 不 相交 区 间 组 ((zi,y0) 5: 


UG [Lab], D0-—z)<6, 
im be 


这 里 假定 yzi41, 且 对 某 个 1<p<g<<n, 有 
Zp <<4a 十 7 委 Tpotl 反 加 -1 和 0 一 7 妇 久 
(如 有 必要 ,可 再 增加 两 个 区 间 ). 从 而 知 
a<y,=(y— x)+7r, <d+a+7a+ 27, 
且 由 单调 性 得 到 


p p 
DF) fez) = | PL) - fz)])| 
ie] 了 
和 foo 一 /ao1<< 枉 ， 
,类似 地 有 b>zs=y 一 (yy 一 20) 之 5b 一 7 一 6 宇 b 一 27, 以 及 


> [fy) — fz)| < 1f06) — flz)| < e/3. 
从 而 我 们 知道 
2 Se 
3 [fC 一 fr)| < 和 十 2 Hom — fz)] 
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<EtMD yal< 人 e+tM Se 


由 此 即 得 所 证 . 
例 8 试 证 明 下 列 命题 : 


01) 设 fEBV([a,b]),f.€EAC([a,b])(nEN). 若 limV (fs 一/) 


=0, 则 f€ AC([a,6]). 
(2) 设 f(z) (n= 二 1,2,…) 是 [a,5] 上 递增 的 绝对 连续 函数 列 . 


车 纺 f,(z) 在 [a,6] 上 收敛 , 则 其 和 函数 在 [a,5] 上 绝对 连续 . 
(3) 设 g(x) (4 二 1,2,…) 是 [a,6]J 上 的 绝对 连续 函数 . 若 
(i) 存在 c，a<c<6, 使 得 级 数 1g) 收 化 ; 
k=l 


he b 
GD Df lan lar<m, 
kJ 


则 级 数 gt(z) 在 [ab 上 是 收 化 的 , 设 其 极限 函数 为 g(z),g(z) 是 
[a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 且 有 
g' (x)= > gt(z)， a.e.TE [a,b]. 
k=l 


b 
证 明 (1) 由 题 设 知 , 对 任 给 e>0, 存 在 mn, 使 得 V( 记 一 亡 <eCn 
之 no). 由 此 知 存在 35>0, 当 [a,6] 中 互 不 相交 区 间 组 (Cz,,y))" 满足 
六 Co 一 a<8 时 ,有 袜 17 CD) 一 六 Cn)1<e, 以 及 
FID FW- 一 AI< VU- AD<e 


从 而 可 得 
BFC) — fx) 


DF) -ra 一 [oo 一 六 Go] 
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十 [LA — fz) 


i 之 LA 一 万 CD)] 一 CCeo 一 fz)]| 


相 Sl) — f(x)| < 2e. 
由 此 即 得 所 证 . 
(2) 令 S(z)= >)fi(z)(a<zr<b), 则 5S(z) 是 递增 函数 . 由 


Fubini 定理 可 知 S12) 一 Cz),a.e.zE [Las], 注意 到 f(x)>0, 
a.e€. TE [a,bj, 我 们 有 
seoaz = BATE 


DA) ~ fla) 一 SG) — SCa). 


再 一 上 
这 说 明 SEAC([a,6])( 见 例 6 之 (2)). 
(3) 由 条 件 (iD) 可 知 ( 见 $ 4. 3 定理 2 的 推论 ?函数 


G(z) = Tg, zr€ [a,b] 
是 [av 人 上 的 可 积 函数 , 且 有 
im| Ds (Ddt = [Gwar. 
因为 每 个 gt(z) 都 是 绝对 连续 函数 ,所 以 有 
gr(z) = | gd + go), x € Lab]. 
从 而 可 知 
iD 二 [Daoa + Tg Hd 
现在 令 ce, 即 得 
Da = [cod+ Pad), ze ed]. 
若 令 上 式 左 商 为 g(z), 则 有 
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g(z) = [eoa + Ba 
由 此 可 知 g(x) 是 [a,5]J 上 的 绝对 连续 函数 , 且 有 
g (7z) = Dgicz), a.e. TE [a,b]. 
例 9 试 证 明 下 列 命题 


(1) 设 f(z) 定 义 在 [a,5] 上 , 若 存 在 常数 M, 使 对 [a, 的 的 任 一 分 
划 A; a 二 zo<zl 达 … 过 zx, 二 6b, 有 


nl 
f(x) — fz) |? 
多 


Mp Ds 


称 f€Ar([a,6]). 车 fEA?*([a,5]), 则 f(z) 在 [a,5] 上 绝对 连续 . 

(2) 假设 f(z,y) 是 定义 在 [a,5]X [c,d] 上 的 二 元 函数 , 且 存 在 
yoElcsyd), 使 得 f(z,yo) 在 [a,5] 上 是 可 积 的 ;又 对 于 每 一 个 
ZXE[a,6], f(x,y) 是 对 y 在 [c,d]j 上 的 绝对 连续 函数 ,f(x,y) 在 


[a,6]X[ewd] 上 是 可 积 的 , 则 函数 Cy) 二 f(z,y)dz 是 定义 在 [ew4] 
上 的 绝对 连续 函数 , 且 对 几乎 处 处 的 yE [c,d], 有 
F'(y) = [emar 
证 明 (1) 注意 不 等 式 
D100 - f(a)| = DD HD #9 a) 


< 3 人 : (6 —ad)} 
(2) 由 题 设 知 (y€ [c,d]) 
zy) ~ f(z,y0) 一 [2 (zdt. 
故 有 (对 工 在 [a,5] 上 积分 ) 
FOy) — F(y) = af (zst)dz. 


注 1 强 可 导 与 绝对 连续 
设 函 数 f(x) 定义 在 (a,5) 上 ,zo€ (a,b), 若 存在 极限 
319 


lim LA =A Aero， 


Ee 
2 


则 称 f(z) 在 x=zxo 处 强 可 导 ,f"(zo) 称 为 f(z) 在 z=zo 点 处 的 强 导 数 . 我 们 有 结 
论 ， 

车 f(z) 在 (c,d) 上 强 可 导 , 则 jz) 在 [a,b]、[a,b]C(ec,d) 上 绝对 连续 . 

注 2 绝对 连续 函数 与 Lipschitz 条 件 的 同型 描述 

(GD 设 f(z) 定 义 在 [a,5] 上 , 则 f(z) 在 [a,5j] 上 是 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 
是 : 对 任 给 的 es 盖 0, 存 在 M>0, 使 得 对 [a,5b] 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 [ci,di] 
(i=1,2,…,n), 有 

BU uD —al+e. 

《ii 设 Fa) 定 义 在 [a， 5] 上 , 则 JeLipl(ta,b]) 的 充分 必要 条 件 是 , 对 任 给 

的 e>0, 存 在 M>0, 使 得 对 [ab 中 任意 有 限 个 区 间 组 : 
[esd1], [ca ]，…，[covdo]， 

都 有 DU MD a alte 
《上述 结 论 的 证 明 详 见 周 民 强 编 ( 实 变数 论 )( 北 京 大 学 出 版 社 ， 2001)284 一 287) 

例 10 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 车 f(z) 在 [a,5] 上 绝对 连续 ,上 且 | f(z)|<M, a.e. zx€ [a,b]， 
则 

If) ~ fn SMIzo yl. 
(2) 设 f(z) 定 义 在 [a,5] 上 .车 有 
If(9) — fa SMy— zr|, zy € [a,b], 

则 [f(z)|<M, a.e. rE La,b]. 

(3) 车 f(z) 在 [a,5] 上 绝对 连续 , 则 


缴 长 = VITO Fdz. 
(4) 设 f(z) 是 定义 在 Ri 上 的 可 微 函 数 , 且 F(z) 与 (zx) 都 是 民 ! 
上 的 可 各 函数. 则 | ,PCz)dz 一 0. 
证 明 (1) 对 zx,y€ [a,6j, 我 们 有 
wt90= | was<|f ro 


(2) 由 题 设 知 f€E AC([a,6]), 故 f(z) 几乎 处 处 可 微 . 因为 
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<M|y—z|. 


WFD <M, | 二 加 |<w 0,yetasy, 


所 以 令 yz, 可 得 | (zx)1<M,a.e. xz€[a,b]. 
(3) 由 $5.2 例 3(2) 可 知 ,只 需 指出 


Af) <[ vi 十 LP(zr)]:dzx. 


为 此 ,对 任 给 e 二 0, 作 [a,6] 的 分 划 4A, 使 得 [a,6] 上 曲线 y= f(x) 
对 应 于 4 的 折线 长 lsa() 宇 1(f) 一 e, 又 作 g€EC([a,5]) ,使 得 


[fw -ecolaz<e 
现在 令 G(z)=] gdes 易 知 |14(/) 一 1s(G)1<e. 注意 到 
IViTR VITFI<lIe— Bl, 
jf 1 FEF Fdzr— [ 1 + [a 


< we — g(r)|ldr < e. 
由 此 可 知 
la(f) < 4(G) 十 e< | ai 十 [G'(Cz)]j:zdz 十 e 


= 『 ee 十 < MITLIF OIF + 2¢. 
注意 到 ls( 有 )>>1( 有 一 e, 最 后 导出 
1 < 上 MTTEF IF + 3¢. 


即 得 所 证 . 
(4) 由 题 设 知 ,存在 


站 7 (zdz = lim 人 reoar = lim [f(B) — f(A4)]. 

— CR 外 

令 Jim_F(B) 一 6，lim_ 7C4) 一 4, 则 由 7(z) 的 可 积 性 得 到 和 一 0 一 
这 说 明 | ,P(z)dz= 0 


例 11 试 证 明 下 列 命题 : 
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(1) 设 AEAC([0,1), 且 7 一 Fo) 一 1, 则 [Er wd. 
(2) 设 f(z) 在 任 一 区 间 [a,5]CR' 上 都 绝对 连续 , 则 对 每 个 yE 
R!', 有 
b 
Si + ydr = [ B/G 十 y)dz. 

(3) 设 f(z) 在 [0,1] 上 绝对 连续 ,f(0)==0, 则 

[TA NA 

0 0 
(4) 设 fEAC([o,a]), 且 Fo)=0, 则 (人 >0) 


[ DI dr < 7AE If C0) idz. 


1 
证 明 (1) 1=/(W-/(0)=| Sf dr<| | Iceo]dz| 
0 0 
(2) 我 们 有 
5 J 
AE + dz 一 加 | /E+7+D f+ 


b 1 十 hh 
= lim| | | Plat Wd)dz = [re + Wdz. 


| 注意 令 及 a)= 守 feds fin] Aceo 一 eoldz=o 
(3) 因为 Ce)1= fr wa 


去 | Polde, 所 以 有 
AA | Iaold eols A If ld 
far os (Pir ws) < 站 reordz 
CD 令 FCD=| ON Wj 网 
FD = DPD (fr we) eol 


注意 到 |f(z)|'= rod 芭 (| 7 coldd ,可 知 严 (z)<0. 故 得 
0<e<z,F(z) 一 PCO) 一 FIC6)z<0. 从 而 R(Gz) 往 0, 我 们 有 


a +1 
[ DUIF 0) dz< 六 coldz| 


2 十 gl 
322 


< Wd 
(这 里 用 到 Halder 不 等 式 , 见 第 六 章 ) 
例 12 试 证 明 下 列 命 题 : 
CD 设 /EAC([a, 执 ), 斌 证明 VCD= | cz)ldzr 


(2) 设 f(z) 在 [0,1] 上 有 原 函 数 ,g (zx) 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 卫 
数 , 则 f(r)。g(z) 在 [0,1] 上 有 原 函 数 . 
证 明 (1) Gi) 对 [a,6] 的 任 一 分 划 A: ae=zo<z<…<z=b, 有 
v= BN) fe 11 = DI fa 
i=]1 天 


1 i 


< fr ol 
从 而 知 VPN ro 

Gi) 由 题 设 知 fE BV([e,]), 且 PCz)1= 基 VCD,ae ze 
[a,6], 注意 到 画 数 VD 在 [eb] 上 如 增 , 我 们 有 


» 工 ob 
friar= [EVD < Vn. 

注 : 也 可 见 §$5.2 例 3 之 (1) 以 及 8 5.4 例 6 之 (1). 

(2) 设 F(z)=f 了 (7z)(0<zr<1), 记 h(rz)=F(r)g (rz)— 


[rg (Ddt, 则 对 0<z<y<1, 有 


hy)—h(z)_ FOy)—F(z) RFR) t= 
gy) 全 = * Eg dr. 
由 此 即 得 h(x)=f(z)g(zx)(0<r<1). 
例 13 试 证 明 下 列 命题 : 


(1) 设 EC[0,1] 是 可 测 集 , 则 存在 大 EAC([0,1])(zEN) ,使 得 
lim 1f.0) ~ Xe dt = 0 (9 


(2) 设 {gs(z)} 是 在 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 列 ,又 有 |g,(z) | 过 
F(z) a.e. (k=1,2,…) 且 FEL([a,b]). 若 limg(z)=g(7) (a<rxr 


323 


6b), limg(z)=f(z), a.e. TE [a,b]1, 则 
g' (7)= f(r), a.e. + € [a,6b]. 
(3) 设 {f,(z)} 是 支 集 含 于 (a,5) 的 连续 可 微 函数 列 , 且 满足 
im 站 en — f(x)ldr =0= lim[ Pen 2 
则 F(z)= 放 (xz), a.e. z€E[a,6bj, 其 中 f,FEL([a,6]). 

证 明 OD 令 f.(2)=a| xe)d 则 0<f.(2)<1 有 有 fe 
AC([0,1]) (nEN), 以 及 lim f(z) =Xe (2) a. e. TE€[0,1], 从 而 根据 
有 界 收敛 定 理 , 可 得 式 (* ) 成 立 . 

(2) 由 题 设 知 | gC)d==g1(z) 一 g(a) (a<x<b) , 故 根据 控制 收 
敛 定理 可 得 

[ea = 加 | 用 (Ddt = g(x) — g(a). 


因此 f(x)=g' (zx) ,a.e. xE [a,b]. 
(3) 对 支 集 含 于 (a,b) 的 任 一 连续 可 微 函 数 q(x) ,有 


[re ‘gz)dz = [ea ‘plz)dz 
= [en fedjaz 
从 而 知 ( 令 n 一 00) 
[EE 要 [rel [ga 


全 [lf rca ~ Pz)dz. 


由 此 易 得 f(z2)=| Fda. e.zE [ao 四. 证 毕 . 


例 14 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 有 定义 在 [0,1] 上 的 f(z), 定义 在 [0,1]X [0,1] 上 的 
g(r,y) 满足 f(y) 一 f(x) 才 g (x,y)(y 一 z)(0<r,y 过 1), 以 及 
Bt) 和 gzy) (ur, vy), 
则 存在 limg(z,y) 一 PCZ)，a.e. 工 GE [0,1], 以 及 


f(y) — f(x) = | rod (0<r<y<. 
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(2) 设 fECORD), 令 A(z)=2 | /| z+ 去] 一 f(z)) ,zeR' 若 存 
在 M0, 使 得 HA 三 M (n==1,2,…, 见 第 六 章 ), 目 A (xz) 一 0 
(n>00,7€ER'), 则 f(x)=C,rER!. 

证 明 (1) 令 g(x)=g(zx,x)(0z<1), 则 8(z) 是 递增 函数 , 且 
有 


Day, <H 2=f 0 gr, ypy), ZX<y, 
Co) 
WSs WS LV ELD gy, Dg), yer. 


从 而 知 {zE [0,1]: limg (zy) 天 PCz))C {rE [a,6]: limp(y)# 
9z)}, 易 知 上 式 右 端点 集 是 可 数 集 , 由 式 C(*) 知 f€ AC([0,1]) 
(Lipl), 且 刀 (z)=wz)(z 是 YCz) 的 连续 点 时 ). 从 而 我 们 有 


1 一 AD = | 7 Wd = rode 
(2) 对 任 一 区 间 (a,65) ,存在 二 进 子 区 间 列 {[a,,6.)}): a,=pr2”， 
二 (pr 十 1)2 “(p,qnEN), 使 得 [a,b) 二 U fee.). 易 知 存在 no, 记 
a, 二 ja {a.) ,6" 二 sup{b.) ,使 得 加 
Ge) 一 Fa.)| 十 17G) — f°)| < 一 0 
7 一 Fo)1 委 17GD) 一 7 D)| 十 > [fC6,) — flan)| 
十 lf(a’) fo 
<< 志 一 a) 十 DE -M 


<M+ DG—a). 
由 此 可 知 f€ Lip'(R'), 随 之 fE AC(R'). 我 们 有 
+42" 
f(z+2") — f(x) = | f' (wat, 
十 2 
limA.(z) = lim| f' Wdt/2™" = 0. 
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即 户 (z)=0,a.e.zER:. 从 而 可 得 F(0) 一 GE2 “)(EZ,2EN). 根 据 
{kA2:&EZ,nEN} 在 Ri 中 的 稠密 性 以 及 f(x) 的 连续 性 ,说 明 f(z) 
三 f(0). 
例 15 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(x) 是 [a,6] 上 的 可 测 函 数 , 则 对 任 给 es>0,9>0, 存 在 
GEAC([a,6]) 以 及 EC[a,6b]: m(E) 一 86, 使 得 
Be If(x) — G(xz)|} <e. 
(2) 设 fEAC([a,6]), 则 f+(z) 满 足 
df+(z) _ [f(r), f(r)>0, 
dr lo, f(z) <o0, 
证 明 (1) 由 题 设 知 ,存在 gE€C([a,6]) 以 及 闭 集 FC[a,6b]: 
m([a,b]\F)<6, 使 得 f(x)=g (zx)(zE 下 ). 随 之 又 存在 多 项 式 P(x)， 
使 得 |g(z) 一 P(z)|<e/2(a 委 z 委 0). 由 此 可 得 |f(x) 一 P(x)|= 
jg(z) 一 P(z)|<e/2(zE 下 ). 从 而 令 E=[a,b]\F,G(z)==P(z), 即 得 
stf (7) 一 CCz)}<e. 
(2) 注意 f+(z)==[f(z) 十 |f(z)1]/2 在 [a,bJ 上 绝对 连续 . 对 于 
f(zo) 之 0, 则 存在 邻 域 U(zo,6) ,使 得 
fz)>0 (rEU(z0,0)), ft(r)=f(r) (rEU(zxo0O). 
对 f(xo) 达 0, 也 有 类 似 结果 . 
现在 看 f(zxo)=0: 若 f(x),|f(x)| 在 z=xo 处 均 可 导 , 则 
A 9 = 记 f (zo) 十 工业 


1 1i (zo 十 有 十 |f(zo 十 | 
一 本 lim 万 3 


he0 


a.e.7 € [a,b]. 


(x*) 


此 时 ,如 果 存 在 {有 }: 了 (zo 过 0, 那 么 于 全 一 0; 如 果 对 一 
切 h, 均 有 f(zxo 十 h) 之 0, 那 么 (* )=limf(zot+h)/h 二 0; 如 果 f (zo 十 h) 


=0, 那 么 当然 有 起 /+(z0)=0. 
例 16 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(x) 定义 在 [0,1] 上 , 则 fe Lip1([0,1]) 的 充分 必要 条 件 
是 : 存在 gE€1”([0,1])( 见 第 六 章 ) ,使 得 
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f(z) — f(0) = [gar. (x) 


(2) re Lipl([0,1]) 当 且 仅 当 存 在 六 EC ([o,1]) (n=1,2， 
…) ,使 得 
(GD [fs EM (rE TO ,n=1,2,..); 
(i1) lim jz) 一 /xz),zE[L0,1], 
证 明 (1) 必要 性 ”假定 feLipl([fo,1]), 则 reAC([0,1]) 卓 
有 
7 一 FoO)=| 7 de, 
17) 一 FGz)| 和 My 一 zl| (zyyE[0,1]). 
由 此 即 知 | 户 (z)| 委 Ma.e.zE[0,1], 并 令 g(Cz)= 户 (z) 即 可 . 
充分 性 ”假定 (x) 式 成 立 且 |g(t) | 三 M,a.e.zE[0,1j, 则 对 任意 
的 z,yE[o,1], 我 们 有 
lo — fn < Pisa 
(2) 必要 性 ”假定 f€ELip1([0,1]), 则 由 (1) 知 


f(z)=f(0) + 7 (de, If WISM, a.e.t€L0,1]. 


<Mly— zl. 


故 存在 gEC([0,1])(zEN): 1gn(t)|M(0<t<1) ,使 得 
lim| lg, -7 (ld=0, limg,, (=f (0), a.e€.t€ [0,1]. 
从 而 令 六 Co 一 Po) 十 | ecode, 我 们 有 
limf(z) Fo 十 加 | gC)d = Fo + | limg, (dt 


二 f(0) 十 [rf wa = f(z), 
。 
以 及 
fi(z)=g,7) OSIrED, Cr) 入 MEN). 
充分 性 ”假定 存在 f,.EC"([0,1j]) (nEN) 使 得 (i), (ii) 成 立 ,我 


们 有 
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1f C2) 一 7oD1=limlAz) ~ f(y)| 
=limlf(é) lz — SI < MIz— yl 


(0<Zzrz<y<lr<t < y). 
例 17 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL(R'),gEL(R'). 若 有 
f(z+h)— f(x) 
h 


lim g(x) | 0， 
0J RI 


则 存在 a,XE Ri, 使 得 flat)=] gdrt ha.e.tER', 从而 f(z) 


=g(x),a.e.7ER!. 
(2) 设 G,CL0,1J 全 1(nE N) 是 开 集 , 且 满 足 
GIDGID*%IDGIO%, mG.)<1/2", 


令 f(z)= SmG,N [0,z])CzE7), 则 


() fEAC(T). 
(ii) Je Lipl1(7) 的 充分 必要 条 件 是: 存在 zeEN ,使 得 G, = 名 . 


证 明 (1) 易 知 lim 二 六 reod= re,a e. zrER', 故 存在 
aER',AER', 合 得 lm 二 | ”Todz 一 从 而 得 


hh 
fla+t)— | gz)dt—A 


aa 三 
天 全 下 六 和 f(z+ 外 f(y 
he0Ja 
(rflz+h)— f(r) L 
十 lim| [从 + 一 g(x) jdz 
att 局 
Fa 十 站 一 1 lim| f(z+ 外 LAC 
h-0Ja 


ete f(z th) “te f(x) 
万 dr [ 天 dz | 


=fato -a-tin( far- Faz] 


+ 


Fa 十 日 一 1 im[[ 


Ah 一 0 
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‘a 十 十 
fz) St f(A2Y 
一 Ga 十 日 一 人 如 | 站 dr | 站 az| 


att 


=fla+)—4— [f(at+) A=0. 
(2) (i) 对 任 给 e>0, 取 入 使 得 >)1/2"<e/2. 又 记 6==e/2N, 则 对 
N+1 
[0,1] 中 互 不 相交 的 开 区 间 列 { (ai,6)): > (一 aa)<3, 我 们 有 
1 


DE) — fa)| = | Sm. N [es])) 
4 人 1 


了 


2 Bm. mn [ab)| 


m(GJ) 十 站 BG N [ea 


之 | 
Ey 


< 


这 说 明 f€ AC(7). 
(ii) 充分 性 ”假定 存在 noEN ,使 得 G, 二 名, 则 对 [0,1] 中 两 点 zx” 
xz/ ,可 得 
mo 一 1 


[f(z) — fz) = Dm(G, NN [zz) 委 mo 如 一 局 | 


必要 性 “ 反 证 法 . 假定 对 任意 的 N, 存 在 ww; nw 之 N, 使 得 G, 关 
名 , 则 自然 有 Gn 关 名 . 我们 取 6 二 0, 使 得 (zx 一 6,z 十 6)CGw. 又 取 a,6: 
a<<b, 使 得 


rolm 
4 
z 
全 


< 二 十 三 = 


Ny 
ape 一 orz+oCGv= 门 c:. 


i=l 


从 而 有 
|f(8) 一 fla)|= Dn. NN [a,b]) 
> Dm. N [La,6]) 
所 
二 2 一 a) 一 NG 一 a). 
这 说 明 /ELip1(I) ,矛盾 . 
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8 5.5 分 部 积分 公式 与 积分 中 值 公式 


基本 内 容 
定理 1( 分 部 积分 公式 ) 设 f(z),g(z) 皆 为 [ae, 思 上 的 可 积 函 数 ,a,BE R:，, 令 
Fin) = e+ | fd, Gn = 8+| godr， 
则 
forar 十 [ETE = F(6)G(6) 一 F(a)G(a). 


注 注意 到 绝对 连续 函数 与 不 定 积分 的 关系 ,上 述 定理 可 改 述 如 下 
设 f(z),g(zx) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 


fewe' dz 十 [reoeeodz = f(b)g(6) 一 f(a)g(a). 


定理 2( 积 分 第 一 中 值 公式 ) 若 f(z) 是 [a,b] 上 的 连续 函数 ,g(x) 是 [a,6] 上 
非 负 可 积 函 数 , 则 存在 4€ [a,b], 使 得 


reecdz = He| gedz. 


定理 3( 积 分 第 二 中 值 公式 ) 若 fEL([a,6]), g(z) 是 [a,5] 上 的 单调 函数 ， 
则 存在 $€ [a,6], 使 得 


5 
| roscodz= sof fond + zw /end 


典型 例题 精 解 
例 1 试 证 明 下 列 命题 ， 
(DD) 设 fEL([as6]), 令 g(x) 一 /nf fde, 则 
让 二 [EE 四 i| | 


(2) 设 feELC0,1]), 且 有 f(z)dz 一 1, 则 


和 Jazf ayf fen few fds = 


6 
(3) 设 fEL([a,6]) 且 有 
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[fedz =0,， n=0,1,2,.…, 


则 f(x)=0,a.e. rE [a,b]. 
(4) 设 fELI([0,1]), 且 有 


[ereopdz 二 二 
0 “n++2 
则 f(z)=x,a.e. rE LO,1]. 

证 明 (1) 记 FCz) 一 | f(Ddr, 我 人 有 F(a)=0, 以 及 


(n = 0,1,2,.…), 


十 
I= [fF a = F(z)| — | Ff dt. 
由 此 知 27=F?(5), 即 得 所 证 . 
(2) 令 F(W=| fds, 则 F(1)=1, 且 有 (0<z<1) 
[eofreoazju = [oorondy 一 了 Fe(z)， 
0 0 0 2 
1 yy 1 
I =| f(r eas)ay}ar 


=| f(z) Ltd 二 | PecodFd ) 
6 2 ™ 2 多 


Ee ee = 
起 3 了 PCz)| = 6F(G) 一 站 


(3) 令 F(z)=| Godt, 因 为 F(6)==0,F(a) 二 0, 且 有 
b 
[rcar =2F(x) | 一 "| Te IFCz)dz 


二 中 Ecodz =0 (n=1,2,.), 
所 以 我 们 得 到 
b 
| reodz =0, n=0,1," 


现在 ,根据 多 项 式 一 臻 逼近 连续 函数 的 定理 ,可 知 对 任意 的 e 汪 0, 存 在 
多 项 式 P(z) ,使 得 |F(z) 一 P(z)1<e(x€ [a,6]). 注意 到 


EE 一 0， 
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我 们 有 
「Peodz 本 [Feorren — PCz)]dzr, 
从 而 可 知 
[Fdzr < 中 zeop laz. 
由 之 任意 性 可 得 F(z) 三 0, 随 之 又 得 f(x)==0, a.e.x€[a,b]. 
(4) 注意 到 下 5 一 | dz, 则 由 题 设 知 om 一 0,1,2,) 
[ zf (x)dr— [> xndz-[= "[f(z)—zJdr=0. 


从 而 根据 (3), 即 得 f(x) 一 +=0,a.e. xE€[0,1]. 
例 2 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 AEZ([o,co)), 则 


I=| fdude=[ (2—w) fl)du (0<zr<+o0). 
0J0 0 


(2) 设 f(z) 是 (0,co) 上 非 负 递减 函数 , 且 对 (0,co) 中 任 一 区 间 
[a,6j, 均 有 fEACC[a,6]), 则 


1= so] [f(z) zdz < <(| fondz)” 8 
(3) 设 AEZ((0,6)), 且 令 g(a) = fidr(o<z<b), 风 
GD lim zg(z)=0s (i) gE L065)) 3 ii) [acaz=) rdz 
证 明 GD SPOW=| foddu oct<+oo), 则 


I =tF(e) | 本 [uf Gwar 


z| reod [reode fe u)f (udu. 
(2) 由 大 Enrto (| /Cd Co<e< ton), 


Tsp 扩 rod] 让 3 | Fodt| 
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=||roaq 


十 co 十 co 
> -| cmdz| 

《3) G) 由 题 设 知 ,对 任 给 e>0, 存 在 3>0, 使 得 GD 1dr<e. 从 
而 对 zxE (0,6), 有 [role<s 此 外 ,显然 有 (0<z<8) 


b r Ir 6 
[#170 ld < 中 eld <e. 


因此 ,|zg(z) I<[ 17d)1dt<2e. 这 说 明 结论 成 立 . 
(ii ,Gii) 任 取 a: 0<a<6, 我 们 有 


eeoaz =『 人 人 Dg] qx 


b 6 6 b 
一 Z。 [ Zedr| + [fdr 一 av，&g(c) 十 rodr 
令 a 一 0 十 , 则 gEL(C0,6)), 且 有 
b 
[EEE 一 0 十 | flr)dz. 
0 0 


例 3 试 证 明 下 列 命题 
(1) 设 SEEZ(CR'), 则 存在 C, 使 得 对 C2 CR) 中 满足 f(x)=0 
(zE (la,b)) 的 任意 f(z), 均 有 


is wr waz|< cl tr + ya. 


(2) 设 ECR" 是 可 测 集 且 m《E) 达 十 oo,g (x) 在 E 上 有 界 可 测 , 又 
记 a=inf{g(x): z€EE},b=sup{(g (rz): TEE},hEAC([a,b]). 若 令 
f(z)=h[g(x)](rEE), 则 fELCE), 且 有 


| fr)dr=h(6) 。 mtE)— [i “mm(g™!([a,t]))dt. 
E a 


(3) 设 f(z),g(Cr) 是 [0,co) 上 的 可 测 函 数 , 且 有 
JEZL(0,oco))， |zg(z)1 委 M，1 乏 zz<co， 
则 


人 三 
lim, GH = 
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证 明 (1) 令 G(z)=| gC)dt, 我 人 有 
b 
| ecomeodz =| Ff dG 0) 
2 


=G(T) f(r) 


2 Gen) (x)dr 


一 一 ?cmdz)dz 
因为 27(z)P(z)| 福 户 (z) 十 [PCz) 了 ,以 及 
icaol< awa<| lewldsc, 
所 以 得 到 
sr ear|< ec: tee) + ydz. 


(2) 显然 J/EL(E) ,我 们 作 函 数 
GT) = RDX(T) (t,x) € [a,b] x E), 


b 
因为 [i [GC,z) ladz<| IR(D)dt* m(E)<+m, 所 以 GE 
[ab]xE 


L([a,b]XE). 根 据 Fubini 定理 交换 次 序 , 可 知 
I =| dz cead 三 fa] Ga ndz 


= 0 fan dr) a = [ee «ml(g-!([astD))dt, 


b 
I =| dz| p(t)dt = | (hb) 一 ALg(z)])dz 
E E 


en) 


=h(b)m(E) 一 | reodr 
综合 上 式 , 即 得 所 证 . 

(3) 令 PCz) 一 | 17Geldu, 我 人 有 (ce>1) 
< |m A901, 


|reoseou 
= ME + uf Har [rw< Ja fldu) 
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M 


FO) 人 | 1 
2 Foy)+tml fwd (i+) 
+ 


a 
<ul|[ [fz) ldz/e 一 Fo + 全 yeodzl -二 


3 
ul [fr ldr — MFGD =00) (+ 00). 


0 


§ 5.6 R! 上 的 积分 换 元 公式 


基本 内 容 
问题 设 fEL([c,dj), 且 g: [a,b]*[c,d] 是 几乎 处 处 可 微 的 函数 ,公式 
[dz 一 Treo (dt, [ae,8]C [a,b] 


是 否 成 立 ? 
我 们 注意 到 , 当 f(z) 三 1 时 ,公式 化 为 


有 
&g(B) 一 8(a) = | g' (tdt. 


由 此 可 见 , 要 使 公式 成 立 , 还 需 添加 其 他 的 条 件 . 从 Riemann 积分 的 换 元 公式 的 学 
习 中 ,我 们 知道 这 类 问题 与 复合 函数 的 微分 有 关 . 在 这 里 ,情况 也 类 似 ,只 是 更 复 
杂 一 些 . 在 此 之 前 ,我 们 先 要 介绍 几 个 关于 可 微 点 集 与 映像 集 的 测度 之 间 关 系 的 
结论 . 
引 理 1 设 /(z) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 ,EC[a,b] 且 m(E)=0, 则 
m(f(E))=0. 
推论 若 /(z) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 ,E 是 [a,b] 中 的 可 测 集 , 则 f(E) 是 
可 测 集 . 
引 理 2 设 f(z) 是 [a,bJ 上 的 实 值 函 数 ,EC[a,bj. 若 六 (x) 在 E 上 存在 且 
If (z)|<M, 则 
in" (f(E)) < Mm"’ (E). 
推论 车 f(x) 是 [a,5] 上 的 可 测 函 数 ,EC[a,bj 是 可 测 集 且 f(z) 在 E 上 可 
微 , 则 
mr ED < [17 Ca) ld. 


定理 1 设 f(z) 是 [a,6j 上 的 实 值 函 数 ,在 [a,5] 的 子 集 E 上 是 可 微 的 . 我 们 
有 
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中 车 (zx)=0, a.e.z€E, 则 m(f(E))=0; 

(说 荐 mCf(E))=0, 则 f(z)=0, a.e. ZEE. 

定理 2( 复 合 函 数 的 微分 ) 设 g: [a,6]>[c,d] 是 几乎 处 处 可 微 的 函数 ,下 (x) 
是 [c,d4] 上 的 几乎 处 处 可 微 的 函数 且 F' (zx) 二 f(z) a.e. ,Flg(1)) 在 [a,b] 上 是 风 
乎 处 处 可 微 的 . 车 对 于 [c,4] 中 的 任 一 零 测 集 Z, 总 有 m(F(2Z))=0, 则 

[Fl(g(2)] = flg(t))g’ 0), a.e.r € [a,bl}. 

推论 设 g0) 以 及 f(g(r)) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 可 微 ,其 中 /f(zx) 在 [c,d] 上 绝 

对 连续 ,g([a,5])CLe,dj, 则 
[f(g()Y = f (g(t))g'0), a.e.t € [a,b]. 

定理 3( 换 元 积分 法 ) 假设 g(x) 在 [a,5] 上 是 几乎 处 处 可 微 的 ,f(z) 是 [c,d] 
上 的 可 积 画 数 , 且 8([a,b])C[e,d], 记 FCz) = f(ydr, 则 下 述 两 个 命题 是 等 价 
的 : 

(iD F(g(4)) 是 [a,b]J 上 的 绝对 连续 函数 ; 

(iD f(g(1))g' (1) 是 [a,b] 上 的 可 积 函 数 且 有 

[far = Treooe dt, ap € [asb]. (x) 

推论 设 g: [a,6] 一 [c,d] 是 绝对 连续 函数 ,/EL[c,d], 则 下 述 条 件 之 一 都 
是 (x) 成 立 的 充分 条 件 : 

(i) gC4) 在 [a,b] 上 是 单调 函数 ; 

(ii) f(z) 在 [c,d] 上 是 有 界 函 数 ; 

( 道 ) f(g (2))g' (2) 在 [a,b] 上 是 可 积 函 数 . 


典型 例题 精 解 

例 1 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 在 [a,5]J 上 是 处 处 可 微 的 , 且 f'(z) 是 [a,5] 上 的 可 积 
函数 , 则 Cz)dz = f(b) 一 f(a). 

(2) 设 f(z) 是 定义 在 [a,5] 上 的 连续 函数 , 除 一 可 数 集 外 , 户 (zx) 
存在 , 且 f(z) 是 [a,5J 上 的 可 积 函数 , 则 

f(z) — f(a) = [7 (Ddt, z € [Lab]. 

(3) 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 微 . 若 f(x)=0,a.e. Xz€E[a,6j; 则 f(x) 

在 [a,b] 上 是 一 个 常数 (函数 ). 


(4) 设 fEC([a,6]). 若 |f(z)| 在 [a,5] 上 绝对 连续 , 则 f(z) 在 
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[4,5j 上 也 绝对 连续 . 
证 明 (1) 因为 rEL(l[La,6]), 所 以 对 于 任意 的 e>0, 存 在 6>>0， 
当 eC[a,6j] 且 mle) 过 6 时 ,有 


[fwlar<e 


从 而 对 于 其 长 度 总 和 小 于 6 的 任意 的 互 不 相交 区 间 组 (zi,y1)， 
(zzyyz)，… (zyy)， 可 知 


BDNF) -Fl 入 Dm Lzi,yi))) 
i=1 i=1 
Se BD) lf ldz = [I (zldz<e 


这 说 明 f(z) 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 , 故 结论 成 立 . 
(2) 依 题 设 知 , 对 任 给 e>0, 存 在 6 二 0, 使 得 


| If' aldr <e (eC fab)me) < 6). 
令 天 = 全) 是 f(z) 在 其 上 不 可 导 的 点 集 , 自 然 有 m(f(E))==0. 现在 对 
[a,b] 中 互 不 相交 区 间 组 (Cx,y))", 它 满足 3 (yw 一 so)<8, 我 们 有 


D0 -fod < Dndf zyD) 
[ey i=1 
< Fm fxsy NE)) + Smdf(E)) 
i=l i=] 


< Birlaet DC ed<e 


这 说 明 f(z) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 , 故 结论 成 立 . 

(3) 由 题 设 知 EL([a,j), 故 fEAC(l[a,6]). 因 为 f(z)=0， 
a.e.zE[a'b], 所 以 f(x) 三 C( 常 数 ). 

(4) (i) 车 EC[a,6b]: m(E)=0, 则 由 |f1E€AC([a,5]) 可 知 、 
m(|f1(E))=0. 从 而 易 得 m(f(E))=0. 

(ii) 依 题 设 知 |f(z)| 在 [a,5] 上 几乎 处 处 可 微 . 故 在 f(zxo)>>0 或 


f zo) <0 的 点 mm 处 ,自然 有 是 17(zo)1= 记 (xzo); 而 对 /Czo) 二 0 的 点 
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zo, 著 存在 全 1fCzo)1, 则 (zo) 一 0. 


(iii) 设 ZC[a,6j 是 |f(z)| 在 其 上 不 可 微 的 点 集 , 则 m(2Z)==0. 由 
(GD ,ii) 知 户 (z)(CzEZ) 存 在 且 户 EZ([a,O]), 故 对 任 给 s>0, 存 在 9 


>0, 当 eC[a, 们 :me)<8 时 ,有 | 1P(z)ldz<e 现在 对 [a, 刀 中 渍 
是 < 的 互 不 相交 区 间 组 { (x;,y,))?, 我 们 有 
Bi 一 f(z)| < Bm del) 
< Bm ta + Br) 


<Bh rto fo, lee 
11 


故 f(z) 在 [a,b] 上 绝对 连续 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 是 定义 在 [a,5] 上 的 单调 上 升 函 数 , 令 E= {xE€ 
[a,6]: 六 (z) 存 在 }, 则 [renaz =m’(f(E)). 

(2) 设 fE Lip1(R'), 则 对 任意 可 测 集 ECR', 均 有 m(f(E)) 志 
M，m(E)( 其 中 |f(z) 一 f(y) | 二 MIz 一 y| ,x,y€ER'). 

(3) 设 定义 在 Ri: 的 f(x) 满足 


lz -GoD)1< er lz 一 | (ry€R'). 
若 ECR!: m(E)=0, 则 m(f(E))=0. 
证 明 (1) 只 需 指出 ] 7 cpdzsm CCE)) ,对 履 盖 f(E) 的 区 
间 Tbn 之 1), 则 互 被 区 间 J 二 -1(7,) (n 之 1) 覆 盖 . 在 每 个 J 中 取道 碱 
数列 {ar") ,递增 数列 {Br”) ,使 得 limat” 一 {tz} , limb 一 sup{z} 
我 们 有 


0 
| Pdz = lim| Pf dr Cm). 
网 


从 而 可 得 
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jx (z)dr < has (x)dzr < 23),7 dr < Bm. 


n>1 
根据 外 测度 定义 即 知 结 论 成 立 . 
(2) 由 题 设 知 FE AC(R'), 故 知 存 在 ZCR': m(Z) 二 0, 而 
m(f(Z))=0 且 存 在 户 (z)(zEEN\Z). 从 而 我 们 有 
m(f(E)) Sm(f(E\Z)) 十 mmCFCZ)) 


= m(f(E\Z)) <| If Cz) ldr < Maz = Mm(E). 
Ez 


(3) 不 妨 假定 EE 是 有 界 集 : EC (一 rr), 则 对 任 给 se 之 0, 存 在 开 集 
GECGC( 一 rr),m(GNE)<e 令 G= [Cap , 则 (cosbD))C 
访 1 


(f(ar) se”|b 一 ai|), 且 有 
m(f(G)) < (JCe”lb — ail < Ce”e, 
这 1 


由 此 知 m(f(E))=0. 

例 3 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 是 [a,5] 上 的 有 界 变 差 且 连续 的 函数 . 若 对 [a,6b] 中 任 
一 零 测 集 Z, 有 mCf(2Z))==0( 简 称 为 /具有 和 零 测 性 ,或 称 f 具有 性 质 
N), 则 f(z) 是 [a,5J 上 的 绝对 连续 函数 . 

(2) 设 fEAC([c,dj)),g€AC([a,5]) 目 g([a,6b])==[c,dj. 若 
f[g(z)] 在 [a,b] 上 有 界 变 差 , 则 f[g(z)] 在 [a,5] 上 绝对 连续 ， 

(3) 设 f(z) 是 [a,b] 上 严格 递增 的 连续 函数 ,E= {zE [a,6b]， 
所 (z)= 二 2), 则 f(z) 在 [a,b5] 上 绝对 连续 的 充分 必要 条 件 是 : 
m(f(E))=0. 

证 明 (1) 依 题 设 知 存在 ECLa,b]: m(E)==0, 使 得 r(x) 存 在 
(xE€ [a,b]\E). 由 题 设 又 知 m(f(E))=0, 故 对 (rz,y)Cfa,6b], 我 们 有 

[ff ~— fo | Sm(f Lz,y))) 
Sm Fry NE + mf (8 < yf Wa, 
由 此 不 难 推出 f€ ACC[a,5]). 
(2) 对 任 一 [a,56] 中 的 零 测 集 E, 由 题 设 知 mlg(E)) 二 0. 从 而 


m(fLg(E)])=0. 注意 到 fLg(z)] 是 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 故 结论 
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成 立 (参见 (1)). 
(3) 必要 性 ”假定 fE AC([a,5]), 而 由 题 设 知 m(E) 二 0, 故 
m(f(E))=0. 
充分 性 ”假定 m(f(E))==0. 由 题 设 知 m(E) 二 0, 而 注意 到 Fe 
BV ([a,b]), 故 由 (1) 即 知 f€AC([a,6]. 
注 1 [a,6] 上 的 可 微 函 数 f(z) 具 有 和 零 测 性 . 实际 上 ,假定 EC[a,b]; m(E) 
二 0, 则 令 ,二 {xzEE: | 放 (z)1<n}(nEN), 就 有 m(E,)=0(nEN). 注 意 到 f(E) 
= 【JJ ACE,) 即 可 得 证 . 
“ 注 2 设 fEC([a,6]), 则 f(x) 具有 零 测 性 的 充分 必要 条 件 是 ; 对 [a,6] 中 任 
一 可 测 集 EE,/(E) 是 可 测 集 . 
证 明 必要 性 ”假定 EC [a,6] 是 可 测 集 , 则 存在 分 解 : E=( | | F,) UZ: 每 
个 ,都 是 紧 集 ,m(Z) 二 0. 因为 每 个 /(F,) 都 是 紧 集 (可 测 集 ), 所 以 由 /CE) 二 
( UP) UACD) 以 及 m(fCZ)) ==0 可 知 ,fCE) 是 可 测 集 . 
n>1 
注 3 (Gi) 设 /(z) 定 义 在 [a,6] 上 , 且 具 有 零 测 性 , 则 f°(z) 也 具有 和 零 测 性 . 
(ii 设 f(z) 是 [a,6] 的 非 负 本 数 且 具 有 和 零 测 性 , 则 f(z) 也 具有 和 零 测 性 . 
证 明 Gi) 对 [a,5] 中 满足 m(E)=0 的 可 测 集 已 ,有 m(7F(E))= 0. 注意 到 
g(z) 二 x 是 绝对 连续 函数 ,所 以 mlg[f(E)])==0, 即 f(z) 具 有 零 测 性 . 
(ii 注意 g(z)=^/ zx 是 绝对 连续 函数 . 


例 4 (1) 设 /ECR'), 且 令 PCz) 一 | fdr, 则 对 任意 的 6> 
0, 均 有 FEACC([ 一 5,6]), 且 lim F(z)==0 以 及 VD< 十 oo. 

(2) 若 REAC([ 一 ,6])( 任 意 的 4>0), 且 lim F(z) 一 0， Vem 
<<+eo, 则 存在 /EL(R'), 使 得 F(z)=| fC de. 

证 明 0) 易 知 REACC[ 一 6,6]), 且 有 Vo -| 1f (1d 
+o0. 因为 Vm)=| xs “|/(D 1dz, 所 以 得 到 


lim VCF) = | , lim Xo,» Ct) Ff) dt = 0. 
Psp Ri oo 
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由 此 即 得 lim F(z)=0. 
(2) 由 题 设 知 F(z) 二 (一 十 | ,已 (Ddz(z> 一 全 .注意 到 
[Ir la = lim Peid 
= lim VR) < VC <+ oo, 
可 知 F'ELCR'). 从 而 根据 控制 收敛 定理 ， 我 们 有 /Fi) 全 屎 (0)， 
Pz) = lim F(— B) + uim | F' (dt 一 0 十 Es fdt. 


例 5 试 证 明 下 列 命题 ; 
(1) 设 fECY(RD) 且 f(z)>>0(zER'), 则 对 RR! 中 可 测 集 E; 
了 (EE) 必 为 可 测 集 . 
(2) 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 微 , 且 户 (z) 之 0, 则 反 函 数 广 :(z) 在 
[f(a),f(b)] 上 绝对 连续 . 
(3) 设 fE€E AC([a,b]) 且 是 严格 递增 机 数 , 若 有 f ([a,5]) = 
[c,4j, 则 对 [a,6] 中 的 Borel 集 已 ,必得 
| f(r)dr = m(E). 
ff (E) 


证 明 (1) 注意 , 依 题 设 知 广 '(z) 是 连续 可 微 且 严格 递增 的 函 
数 , 故 可 立即 得 出 结论 成 立 . 
(2) 易 知 /5'(z) 在 [f(a),f(6)] 上 严格 递增 且 可 微 , 故 二 dr D(x) 
在 [f(a),f(5)] 上 可 积 . 从 而 结论 得 证 . 
(3) 对 任 一 区 间 [p,g9]Cfe,dj, 记 r= 广 "(p),s== 广 "(gq), 则 
1, : ee =f()— f(r)=g— p=m([p,q)). 
([p,9]) 


根据 fr EL([a,6]) ,立即 可 知 结论 成 立 . 
注 设 f(z) 是 严格 递增 有 连续 的 函数 , 令 E= (zx: (zx) 二 0}, 则 f'(z) 是 绝 
对 连续 函数 当 且 仅 当 m(E)=0. 
例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL(L0,1]) 且 在 z=0 处 连续 , 令 f,(z)==f(x”)(nEN， 
0<z<1), 则 .EL(L0,1]D (nnEN). 
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(2) 设 g(xz) 定 义 在 [a,5]J 上 ,有 目 g([a,6])Cflec,dj, 又 f(x) 定义 在 
[c,dj 上 .车 广 (z),g'(z) 各 在 [c,dj 与 [a,5] 上 几乎 处 处 存在 , 且 有 eC 
[a,6]: m(e) 二 0, 使 得 g'(x) 关 0(zEe), 则 f[g(z)] 在 [a,b5]J 上 几乎 处 
处 可 微 , 且 有 

(FLg(z)]) = fi [g(x)Jg' (x), a.e.x € [a,b]. 

(3) 设 f(z) 是 R' 上 非 负 实 值 可 测 函 数 ,p(z) 在 [0,co) 上 递增 , 且 
在 任 一 区 间 [0,a](a>>0) 上 绝对 连续 ,又 g(0)=0, 令 G,= {rER!: 
了 f(z) 之 t,t 和 >0. 则 对 R: 中 任 一 可 测 集 已 , 有 


天 二 [gtf dz 本 [me N Gop dt. 
证 明 (1) 应 用 变量 替换 :=z", 我 们 有 
[ATEE 下 站 ren ldz = [romd: 


= (f+ /foe 


三 卫 十 I，。( 选 0 二 a 二 1 后 定 ). 
因为 /(z) 在 z=0 处 连续 ,又 可 取 a 使 得 f(x) 在 [0,a] 上 有 界 , 且 1 一 
1/n<1, 所 以 了 存在 ;在 [a,1] 上 ,由 于 被 积 函 数 小 于 等 于 a "|f(4)|/ 
My， 故 I; 存在 . 
(2) 证 略 . 
(3) 由 wz) 的 绝对 连续 性 可 知 


和 [zc (od) dz 


to 
= | xcco|， ian OF dedz. 


注意 到 Xio yw(2) 是 R'X[0,o0) 中 集合 {(z,t): f(x)>>t} 上 的 特征 函 
数 ,从 而 我 们 有 


i 
1=| fe OF ddz 
0 R 


[0,f(1] 


=[ (fxg dzdt 


=| mE N GY (Wd. 
6 
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例 7 设 f€ER([c,dj),g(z) 在 [a,5] 上 连续 且 严 格 单调 ,R(g)= 
[cydj. 若 g !'(y) 在 [c=g(a),d=g (5b)] 上 绝对 连续 , 试 证 明 f(g)€ 
R([a,6b]). 

证 明 设 EC[c,dj 是 f(z) 的 不 连续 点 集 ,自然 有 m(E)==0. 令 


EE=g”'(E), 则 由 题 设 知 m(E) 二 0. 从 而 又 知 f[g(z)] 在 [a,b]\E 上 连 
续 , 即 f(g)€R([a,b]). 


注 设 ECR" 是 可 测 集 ,T: E>R" 是 满足 下 述 条 件 的 变换 : 
(1) 存在 T(E)>E 的 变换 T!; 


(2) 了 与 了 7 均 变 可 测 集 为 可 测 集 ， 
(3) m(T(E))<< 十 co， 


则 存在 gEZ(E). 对 JEZL(T(E)), 均 有 FT(。))EZ(E), 旦 有 


[ f(z)dz = | IIT (9) Jg (ydy. 
TOE) E 
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第 六 章 L* 空 间 
§ 6.1 7 空间 的 定义 与 不 等 式 


定义 1 (iD 设 f(z) 是 ECR" 上 的 可 测 函 数 , 记 


Wi = (fnhar)”, 0<p< eo. 
我 们 用 L*(E) 表 示 使 1| 败 ,<o 的 f 的 全 体 , 称 其 为 L? 空间 . (7'(E) 就 是 第 四 章 所 
说 的 L(E).) 

(iD 设 f(z) 是 ECR" 上 的 可 测 函 数 ,m(E) 二 0. 若 存在 M, 使 得 |f(z)|<M， 
a.e.TEE, 则 称 f(z) 在 EE 上 本 性 有 界 ,M 称 为 /(x) 的 本 性 上 界 . 再 对 一 切 本 性 上 
界 取 下 确 界 , 记 为 1 上-, 称 它 为 f(z) 在 E 上 的 本 性 上 确 界 . 此 时 用 L“(E) 表 示 在 
已 上 本 性 有 界 的 函数 之 全 体 . 

注 若 0<m(E) 记 十 co , 则 lm 一 1 

定理 1 若 f,g€L?(E)， 0<p<o,a.B 是 实数 ， 则 SS A (1?(E) 
是 线性 空间 ) 

注意 ,对 L*(E) ,我 们 主要 的 兴趣 在 p 之 1 的 情形 ,下 文中 着 示 指明 p>0, 则 一 
律 认为 是 p 之 1. 


定义 2( 共 钝 指标) 若 p,p'>>1, 且 六 7 二 1, 则 称 p 与 p 为 共 思 指 标 
( 数 ). 注意 到 p'=F1' 可 知 p=2 时 p' 一 2. 若 人 =coi 若 
二 0, 则 规定 共 罗 指标 p' 二 1. 


定理 2(Holder 不 等 式 ) 设 靖 与 思 为 共 罗 指 标 , 若 EL?(E),g€L?(E), 则 
有 llfglh<lfll, leglw < 和 <, 即 


Treosgeoldazs(| eolazj (ile la) <p<e) 


fie arslele| repldr，p=1 (=p 一 1 时 类 似 ). 


注 1 Halder 不 等 式 的 一 个 重要 特例 就 是 Schwarz 不 等 式 , 即 p==p' 二 2 的 情 
形 ， 


if ese ler < (ve par) ( [ecoraz 站 
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注 2 Halder 不 等 式 对 1 或 lgllw= 十 cc 时 自然 成 立 . 
定理 3(Minkowski 不 等 式 ) 若 六 gEL2(E) (1<p<oo), 则 
和 十 g 有 AI + lell,. 


典型 例题 精 解 
例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 m(E)< 二 co0,0<pi1<<ps 寺 十 ; 则 L%*(E)CLM(E), 且 有 
zl < Cm (ET. fl,. 
(2) 设 fEL(E)NL(E). 车 p: 0<r<zbp<s 委 十 co 满足 


并 i 
ed. 


p 六 (0<4<<1)， 
则 | 有 il Ab 一 


(3) 设 0<r<p<s 三 十 2，fEL?(E), 则 对 任意 的 1: 汪 >0, 存 在 分 
解 : f(z)=g(z) 十 h(z), 使 得 


le 林芝 区 HF, Nal < ee NAN. 
证 明 (1) 不 妨 设 ps 过 oo0. 令 r=pz/pi, 则 7>>1. 记 7 为 r 的 共 胃 
指标 , 则 对 f€EL%(E) ,由 H6lder 不 等 式 可 得 


[eoledz= [Lf I Daz 


< [Jr] "(Jras)” 


= Ey (fen Indr) 
从 而 可 知 
(eolndzj “< onEDomrom 人 | Geleaz 


即 得 所 证 . 
(2) 事实 上 , 当 r<s<< 十 co 时 ,我 们 有 


| |f(z)l?*dz= | [fC2) ?If Cr) 1dz 
5 E 


< 人 | .reorazj”“x(| record 
当 r<s= 王 十 co 时 ,因为 加 =r/ ,所 以 有 


) QI—Ap/s 
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| if(z) ldr < Wed Ne) I'dz 一 人 NF 
(3) 对 zt>0, 作 函数 


0， If(D|<i, 
关 h(x) = f(x) — gz). 
Em) | lz >t 让 
我 们 有 (注意 一 <0) 


lek= [le lar =| lg(z) "rlgCz) dz 


EN{zrE E: 1f (rz)1>4} 
< 让 .ec ldz < ee fen) edz. 

类 似 地 可 推 第 二 个 不 等 式 . 

例 2 试 证 明 下 列 命 题 ， 

(1) 设 feEL2([0,1]) 且 f(z) 关 0(C0<z<D), 令 Fw- fd 
(0<z1D), 则 IFN,<Ifll;. 

(2) 设 FeZ2:([0,1]), 则 存在 [0,1] 上 的 递增 函数 F(x). 使 得 对 
任意 的 La,b]C[0,1], 均 有 


| jz)dz| SIF 一 Fo)]G — a). 


(3) 设 repdz=aosreos<a2 网 [7 (Cz) dra”. 
0 
(4) 设 1<p<r<q< 十 o,fELI(E). 若 
1-t+li!:, oc<i<l, 
ro pg 
则 
ll, < eA + el ™®. 
(5) 设 1<p<o0, 车 fiELI(E) (一 1,2,…), 且 级 数 > ,7(z) 
i=1 
在 E 上 几乎 处 处 收敛 , 则 
| ,< Dl 
f=1 i=1 
证 明 (1) 应 用 Schwarz 不 等 式 ,我 们 有 


laB = | fa ‘dt < 由 六 dj (rodju 


0 
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<fz lar = 二 < 
(2) 令 FCD=| PodtCO<z<1, 我 人 有 
IJreas| a of Podz = [FO — F()]G— a). 
1 > Pg 
(3) 设 p>1, 且 改写 a 为 a=| f(z)” “dz, 则 可 得 


a (f vreias)™ ra a < 7Gidz 


从 而 令 p 一 1 十 , 即 可 得 证 . 
(4) 在 ab<a?/p+5/r 《1/p 十 1/r= 了 ) 中 ,以 eta 代 aye-Y 代 6。， 
可 知 
ab < ea?/p + eb /r < eat + e "Pbr. 
对 prq,1/r=t/p 十 (1 一 t)/q, 我 们 有 fll Hf 有 ,从 而 即 得 
所 证 . 
(5) 注意 不 等 式 
Il .= | 立 peolaz “=- 人 各 | Se) az 
| p E fl E No fl 
N Up N ee 
<lm(|| 2 ax) <tim 3 ,= Dhl, 
Ne JE tl Ne k=1 k=1 
例 3 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 0<< 加 <oo<co, 车 Lr(E)CL%(E), 则 对 0<p<q, 有 
LEYCLAE). 
(2) 设 w(z) 是 R" 上 的 非 负 可 积 函数 , 记 dw(z) 一 z(z)dz. 
(i) LR",d CLR",dp) (1<p<q). 
(ii 设 wELIARDNL>(R"), 则 
LR) CLAR' dy) (0<p<a). 
(3) 设 fEAC([0,aj]), 且 EL?([0,aj])(p 之 1), 则 存在 C>0， 
对 任意 的 6: 0<b<a, 使 得 


[few haz <claf lf wae 第 $az). 
人 o 0 
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证 明 (1) 实际 上 ,由 L%*(E)CL%(E) 可 以 推出 其 中 的 函数 在 
上 是 有 界 的 . 反 证 法 . 设 f€L”%(E), 目 记 E={r€EE: |f(z)|>n}， 
则 mCE.) 一 0ln 习 oo0). 易 知 存在 {n}, {mt} ,使 得 


mr Sm(E NE ) < mo— 1 ,a= 


2g— po 
现在 作 
6， 工 E NE ， 
四 La = 二 
2 他 IEE\b,,, B 2 go 一 页 
我 们 有 
pod 号 mf 

eol 辫 my + 

这 说 明 g€ Lm%(E), 但 由 于 
Jiletw lrdz > Dm =+ oo, 
k=1 

使 得 FEZ%( 匹 ) ,矛盾 . 


(2) GD 假定 JE PCR,dA, 即 | .17Cz lrcz)dz< 二 co, 则 


| [f(z) ?wz)dz = | |f 2) rw (z) «we (x)dz 


< [fro rd)" (waz) " 


< 十 co, 


| 1 一 pg 


pla 
一 (| If(z) lwlz)dz)] (| w(z)dr 
R" Rn 
(ii) 只 需 注意 不 等 式 (对 指标 g/p 与 9/(g 一 p)) 
fn hwnd = On) ww crdz 
RK R 


小 Herweoaz 出 [wdz) 3 


| 


< lwl| |. If(z) ldz] 中 de <+ co. 


x Up 
(3) 令 PC)=[ 二 fli 和] (0<z<e), 易 知 存在 人 ,6E 
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[0,aj, 使 得 |f(&1)|==F(65),|f(&,)|=F(a) ,我们 有 
IFla) 一 已 CO) = | 一 If (E01 < |) 一 天 全 )| 


= rarl< fr eis (fr mras) a 
(1/p 十 1/p'==1), 由 此 可 知 
. Up S i 
rw orf rs) + 人 [reorazl ， 


Up 


a ffen ta) Serf lf ce has) 


二 | re ldz| 


Jreomj 十 (中 “Peera 


<2 (of fn lar + gf ar). 

例 4 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 m(E) 之 0. 车 存在 M>0, 使 得 对 任意 的 p>>1, 均 有 Wfll, 声 
M, 则 fEL™(E). 

(2) 设 w(z) 是 R* 上 的 非 负 可 测 函 数 . 若 存在 po,qo: 1 二 po<qo 达 
十 oo, 使 得 L%*(R",dp) 活 L%*(R",dp), 则 wE ZI'(R"), 其 中 

dp = w(x)dz. 

证 明 (1) 令 EE, 一 {rz€EE: |f(zx) | 之 n)(n€EN), 并 假定 对 任意 的 

n€EN, 均 有 m(E,)>>0, 则 


[rw raz <le 


Up 
n+ (m(E))* < (| If(z) fdz| <M (p>. 


令 p 一 十 ,可 得 nM(nE€N), 导 致 蔬 盾 . 因此 ,存在 zeEN, 使 得 
m(E,)=0,B 好 |f(z)|Sno,a.e. rEE. 
(2) 易 知 存在 \>>0, 使 得 对 R" 上 的 实 值 可 测 函 数 f(z), 有 
/po eo 
| . <A [ln lw de . 
记 R" 内 以 原点 为 中 心 7 为 半径 的 球 为 B(0,7) ,车 令 f(x) 二 Xpo.n (x)， 
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我 们 有 
Por 


Up lao 
| | wz)dz] < wz)dz] ， | to(z)dr< ho 和， 
BCO,r) BOO.r) BOr) 


从 而 令 一 十 co, 即 得 | uCz)dz<< 十 en. 


例 5 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f,g€ELI(E), 且 有 


Wl = lels= [fF (er)dz = 1， 
E 
则 g(xz)=|f(z)|, a.e. rEE. 
(2) 设 4a>>1,5>1,0<4<a,0<p<6b,f(z) 在 [0,c2) 上 非 负 可 测 ， 
则 存在 C=C(a,6,4,p) ,使 得 
ob pt i p se 2 
人 adz] <cl[ Ee ‘ez)dz| 人 zr pr)dz|. 
证 明 (1) 令 p=3/2,p'==3, 则 得 
pt rweaz|< [reolgeoldz 
委 站 闫 | lel, = fl)? ligls = 1, 
从 而 有 [Cz) 1gCz)1dz 一 IP。* lal 一 1 因此 有 
jz)l: = lg(z)|3， |f(z)| = lg(z)|, a.e. XEE, 
Poleco1-sco]dz 
=| .Peoplecoldz-[Peogcodz=|.l7eoPdr-1=0 
(2) 易 知 


je eu 下 a/a dz 
[ f(x)dr= [ zx" "f(r) Zt) 


dz 
十 [ zf (zr) TO 
让 
(a 二 a 一 1 一 4,B 一 6 一 1 一 p). 分 别 估 计 1 ,1 ,我 们 有 
el /a aie V3 
I<M,* (| 2 挛 codz] Fe <m( | zf(z)dr| ， 
0 
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< 一 1 1 
| dz a -| 三 dz | [3 
Ml z+) “ Wel), str | 
以 f(z/t) (>0) 代 换 f(zx), 并 令 z=tz, 可 得 


| ja <ms (fF 


六 


+ 
十 Mt 5 a ze fo Ejde 
注意 到 对 一 切 非 负 可 测 函 数 g(z) , 均 有 不 等 式 


176 


Ws 


六 woaz < mal | g(a)de| 尖 十 Me” [zeodz| 


成 立 , 故 在 上 式 中 对 上 求 其 极 小 值 , 即 可 证 得 结论 ， 
例 6 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 XER!', 则 4sin2A 一 1i。sin(2 人 ) 委 222. 
(2) 设 JeLo1D). 令 sz) 一 上 do<z<1D， 则 
([ ecodz| < 2Va(f rs) < 


(3) 设 p,q,r 是 正 数 , 且 0<t<1/(p 十 q 十 7). 则 


. dz 
=|, (ze。|z 一 1l*|lz 一 2 


> 2 A A 
证 明 (1) 由 不 等 式 | | coszdz| <|| azj (feosizaz] 可 知 ， 
sin?A4</2 十 hsin(2x)/4. 由 此 即 得 所 证 . 
(2) 注意 下 列 不 等 式 (0<x<1) 


?dt ?dt 
len < rm: 二 < <2V2， 六 才 ， 


ew ra <2 vif (fa pwd) dr < ef I ld, 


lgl, <2v 2 fl;. 
> 1 和 1 
(3) 记 6 二 pt 十 qt 十 rt ,注意 6<1, 而 有 B72p) 709) + 3576) 


1. 从 而 得 
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<+ co. 


要 
.| 1 相 
(fl Ea 4 
例 7 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 对 R" 中 的 点 T= (zi T2000 I) y= (yy yy) 记 |z|= 


用 17/2 再 
| Dz ;zx 一 y|=( D(z 一 %)?) .现在 设 p>0,ECR". 车 mm(E) 
i=] j=l 
二 m(B(0,r)), 则 对 任意 的 zER", 有 
dy dz 
由 lx rr y1* < |z|*" 


(2) 设 F(z,y), 疡 (zy), 甩 (zyy) 在 区 域 D={(zx,y): z+y:< 
1} 上 连续 , 且 在 边界 z? 十 y=1 上 之 值 为 0, 则 
Nl SSCA + Hil) a<p<2). 


证 明 (1) 令 =(z 一 yyEE), 易 知 | p=|， 再 


Elz—yl* 


邻 E=E.NB(O0, r),A=E.\E, 则 mA = mC BO AE) 我 们 有 
sup{1/lzl?: z€ A}<r ?=inf{llzl?*, z€E B(0,r)}. 因此 得 
lel < rom(d) < | zlras， 
A BOMN\E 
pr = 一 
|i1z—3 dy = leds + | le 
-A ee > 
<|, tel dz+| lz -oz je lzll-?dz. 
(2) GD p=1. 令 f(z,y)=0((z,y)ER\D), 我 人 有 
flr,y) = 上 fil ydt, flr,y) = f(r,s)ds. 
LAE RAGE A A 
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+% es 
fp hs | Aenld 人 copldr， 
Drew tardy < Nw taney ge Pir ldrdy, 
万 D 


a I A? < A + fh /2. Cx) 
(ii) 1<p<2. 令 gq=p/(2 一 p), 并 在 式 (x) 中 用 户 代 六 可 知 
Fl < laf Fil + lef » fl)/2 
ar, Ads + hf, fs1,)/2 
(1/p + 1/p' = 1). 
注意 ,中 户 上 ,= 上 ,二 上 wy 二 Nfllspts_p， 即 可 得 证 . 
例 8 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f€EL*(E),eCE 是 可 测 子 集 , 则 (p 宇 1) 
和 Up > Up Up 
(rw var) 大 (Treo + (fe es) 


(2) 下 列 两 个 不 等 式 是 不 能 同时 成 立 的 ， 
(i) [ [fcD 一 sinz]jdz< 二 ， (ii) [Ef eoszJdz<. 
(3) 设 1<p<< 十 0,0<a<1,f(z),g(zx) 是 EE 上 非 负 可 测 函 数 ， 
则 
a fl, t+ a lel,< lf + el,. 
(4) 设 0<p<1,fEL(E),g€EL(E), 则 
lf + el,<2 fF, + lal,). 
证 明 (1) 我 们 作 函 数 
f(z), rE€Ee, oe ZEe， 
和 汉 z€ EY, fy EN 
则 f(z)=g(z) 十 h(z)(zEE). 从 而 可 知 (Minkowski 不 等 式 ) 


(fr laz] = (J ec + hc ear) 


h(z) = | 


< [Jac leaz) A (fire) rea) 人 
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Up Up 
= (reormazj + (fa) . 
(2) 反 证 法 . 假定 两 个 不 等 式 同 时 成 立 , 则 可 得 
=|a sin2z)dz 一 [ceosz sinz)zdz 


= lf 十 cosz 一 (rz) 一 sinz|2zdz 
本 1/2 本 Vs 
<[f re + eoszladz| 于 (fr 十 sinzlzdtz| <l. 
这 导致 矛盾 . 
(3) 注意 由 产 (z) 十 g*(z) 生 [LAGz) 十 g(Cz)]? ,可 知 (Cr 虹 二 lgl2 
上 f+gl. 应 用 不 等 式 
alzl 十 (1 一 al < Uz? + |y1), 
立即 得 到 
a lflht+ oa) lel< Ft+ el HF gl,. 
(4) (i) 应 用 不 等 式 1 十 t? 之 (1 十 1)*(0<t<< 十 0) 可知 
I + lel? > 1 + al. 
《ii) 由 于 函数 Yit) = (1 十 22) (1 十 DO<t< 十 co) 在 上 一 1 处 有 
唯一 极 小 值 K1) 一 2 , 故 可 知 
(+P E22) (0 雪上 < 十 co)， 
取 t=1fll?/lig, 我 们 有 
CFs + Neh) < 2 CF, + lel,). 
从 而 结合 (i) 即 得 所 证 . 
例 9 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(z) 是 [a,6]J 上 的 正 值 可 测 函 数 , 则 


(fewas) 人 志 idz] > 一 oz 


(2) 设 m( 瑟 )=1,f(z) 与 8Cz) 是 巨 上 正 值 可 测 函 数 . 若 FCz)g(Cz) 
之 1(z€EE), 则 


(reoaz| (| ecodzj> 1 
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(3) 设 f(z) 与 g(z) 均 是 EE 上 可 测 函 数 , 且 1/p 十 1/g=1/r(1<p 
<o0), 则 lfgl,<lAl, lell,. 


(4) 设 f(z) 与 g(z) 在 E 上 正信 可 测 ,| g(x)dz==1, 则 
(rpecodz <| Pandr (o>. 
E E 


证 明 ee 


-or=|f Vs faaz| < <| “flr)dz 「『 Rd 


(2) 注意 到 el 14z) ,我 们 有 


1<(], VTCG5EGJdz| <| .readz .| ecoadz. 


rq 
(8) se Je ee GE 
意 r/p 十 r/q=1). 
(4) 对 p 与 p/(p 一 1) 用 Ho6lder 不 等 式 ,可 得 


(J .rescodz| 二 (ff we ecz)dz| 有 


< (Treoscoaz| (| ?car) ~ 
= [fg dz. 


例 10 试 证 明 下 列 命题 ; 


(1) 设 g(z) 是 ECR" 上 的 可 测 函数 , 若 对 任意 的 fEL*(E), 有 
lg * fl<M IF,, 则 lg(z)1 <M, a.e. rEE. 


(2) 设 g€EC"([0,1]), 且 g(0)=0,g(1)=1,g(z) 在 [0,1] 上 递 
1 
增 . 若 | [8'Gz)J/gCz)dz<+oo(+oo>p>D, 则 
1= | [eco]VeCodz> (2 让 


证 明 (1) 反 证 法 . 令 4={z€EE: |g(z)|>M) ,假定 mm(4)>0， 
则 对 A(z) 二 Xa(z), 可 得 上 fl, 二 Mm(4). 从 而 有 
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1/2 
lath = (| ecw hd) > MV = Mh 
这 导致 矛盾 . 故 m(4) 一 0, 结论 得 证 . 
(2) 对 正 值 f€ Le((0,co)), 令 ECz) 一 | fwdz, 则 由 F(z) 一 
J /tz le a 可 知 


十 oo [@) Pp oo 
[ PCodz< 上 le di 小 fez)dz. 


再 注意 公式 | “FrCz)dz<| 3 如 |。 /?Ge)4z 中 的 | 万】 是 最 
佳 常数 ( 见 6.4 例 2 之 (1)), 即 可 得 证 . 

例 11 试 证 明 下 列 不 等 式 ; 

(1) 设 a>0,B>0,aB<1. 若 EDT(E),g€L(E), 且 
firg'teeEL(E), 


|reescoaz 


《1+e)(1+ 有 /1 一 op) 


< (| .eolgcoinaazl 


BCI 十 ae) 一 ap) a(l+P)/(1—of) 
x (ff teaz) (J ue teaz) | 
(2) 设 jz),g(Cz) 是 巨 上 非 负 可 测 函 数 ,1 委 如 < 十 co,1 生 9 去 
+eovlsrs+co 二 = 广 二 一 1, 风 
/rr 
| wed < Wl el ||P edz) 


(3) 设 f(z) 是 上 CC0,co) 上 正 值 可 测 函 数 ,m(E)0,0<r 过 
十 co , 则 


Vr 


a 1 dz 
[20 1odz| < (| 韦 ; 
(4) 设 f(z),g (xz) 是 E 上 正 值 可 测 函数 ,0<p<1,g=p/(p 一 1)， 
则 


| rpsgcodz> (| .reoaz| | J ecodz| i 
证 明 (1) 注意 


ap Bb o 
0 + 了 4+ 了 4a 一 1 并 作 分 
解 
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fone = OD || gn) |, 
再 用 H5lder 不 等 式 即 可 证 得 . 

(2) > 一 十 co 时 即 H6lder 不 等 式 .车 r 过 十 co,p 之 1,q 之 1, 则 注意 
等 式 

+ + 

并 用 Halder 不 等 式 ;车 p==g==1, 则 r=1. 若 p>>1,g==1, 则 r=p 等 可 
类 似 地 做 . 

(3) 令 p=1 十 1/r 之 1, 则 1/p 十 1/rp==1. 对 这 些 指标 用 Holder 不 
等 式 ,可 知 


mB) = | f* fdr < (| .redz| “(fad 4 


从 而 得 [mCE)J* < | fx)dz] (faz) “ ,证 毕 . 


(4) 作 分 解 产 (z)=[LFCz)g(z)]?Lg(z)] ,并 且 对 指标 1/zp 与 
1/(1 一 p) 用 Halder 不 等 式 ,我 们 有 


| reopdz < (reoscodz| "| J eco] naz) a 


由 此 即 可 得 证 . 
例 12 试 证 明 下 列 不 等 式 ， 
(1 设 有 i(y,z),f2(z,z),fslz,y) 是 R* 上 非 负 可 测 函数 , 且 记 


n=|efiGy0dydz: = HGr,adrdz， 1 = fry drdy, 
令 F(z,y,z)=fi(y,2)f2(r,2)fa(r,y) ,NN 
1= | FPCzyadzdydz < C1) 


(2) 设 p>1G=1,2,…sn),p>1 且 >)1/pi=1/p. 若 fiEL*(E) 
i=1 

G=1,2,… ,7), 则 

fiferrrfr E LAE), 且 有 Mf, < fl hf,. 

(3) 设 p>1G=1,2,…,8), 且 2》)1/p:=1. 若 fi EL*(E) (i=1， 

i=1 
2,…,) , 则 
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[fi fe ADldzsdn hoe Mle 
(4) 设 fE PCRD) ,p==(n 十 1)/n, 试 证 明 
ff fe fe) fn +t tt + a) dndrede, 
< 


(5) 设 Ri 二 R'(i 二 1,2,…,n), 非 负 可 测 函 数 
fi = fzara sz) fo = fanlTis Tar Tn1), 


fi fir TTitsT) 一 2 一 1) 


定义 在 久 二 RiXRX…XRi_1XRinX*…XR. 上 , 且 记 

T= he Ni »Tn dried ridzit1""dz,, 
则 1= fferfdndrede, < ld). 

证 明 (1) 引用 Halder 不 等 式 ,可 知 


1 -| 050 (fe fe dz)dyde 


|e)dz) | [fras) ,di 


< (y,2) 
<| [fdyds) [fl [acersadz| | | dydz] 


172 172 
= 好 (| czvedzrdz] (acsoazay| 
(2) 对 mn 一 2,PELA, 疡 EL22 ,我 们 有 

(neovraeoran 


MW 


Up 及 
< (fn lndz] (| .ee ledz] 
现在 假定 对 n=, 该 不 等 式 成 立 , 则 对 n 一 A 十 1, 有 


和 1 也 
ey te 1/(ppin/ pin 一 力 ) <1, 


即 ppiri/ (pirr—p)>1. 由 归纳 法 假定 应 有 
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fifarfr € Lr tnt (E), 
Bir D/P 


({ ff Yu nar < Al fal, 
E 


根据 n=2, Cf"…f)，fimn€EL?(E), 且 有 
Hf ffl < ffl as 
由 此 即 得 所 证 . 
(3) 证 略 . 
(4) 因为 = 十 +t" + 二 7( 共 十 1 项 )=1， 
fzIf ra) fr)f r+ x “rs) 
= {[f Cr) fr) fz) ft zt + zx)")" 
= [f(r)f (zr) fr) 
X [fra)f Cr) fr) fn zat Tr) 
X [fOr)f ra) f Cr) fr zt + x) 
Xe 
Xx [fz fra) fr -DCz zt +z) 
所 以 我 们 有 (dz=dzxidx2*…dz,) 
df fof ey) fn + wet + zo) lde 


Vtl) 


< (fevfed ler 
/nt+1) 


闪 (ff fod 十 … 十 zlefoodz] 
Xx (eeo…rez vf 十 …… 十 za)|o+bmdz 


PR/ (nm 十 1) 
= (fv har) ff lan 
(5) 当 n 一 2 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 现在 假定 当 ”一 1 时 不 等 式 成 
立 , 则 考查 积分 
T= | ffdndreede, 一 | Adnrdn | an 
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je 


/Cn 十 1) 


记忆 ,=| .Adz,, 则 根据 Halder 不 等 式 可 得 


m, 
oe EE 
r<| 万 ， Fr ep dredz,. 
BR 


再 对 p 二 n 一 1,g 一 (n 一 1)/(n 一 2) 用 Holder 不 等 式 又 得 (注意 归纳 法 
假设 ) 


了 | 
I < 证 | FE pr idreeede,] 
1 
了 语 2 | ee 十 二 
< 中 [入] 可 = 二 (TI = (DT)™, 


(=| (pri)" dzsvdz idziriedzn 
后 
一 | Fidza…dzi_idzih…dzn 
= hh (J da | dendz i dzone"rdz = 
特例 设 了 是 Rs 中 封闭 的 立体 区 域 , 记 5S,5,5; 为 此 立体 在 各 个 坐标 平面 
上 的 投影 , 则 V 的 体积 mCV) 和 MS1553. ( 记 E,,E;, Es 为 其 投影 区 域 集 , 注 意 
Xv (x1y12) XE (zy) “ XE, (ys2) * Xe CT,2).) 
例 13 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(z) 是 R" 上 的 可 测 浮 数 ，f.(z) 是 其 分 布 函 数 ( 参 阅 
§ 4.6). 若 sup(Af,()) 王 十 co, 则 称 fEL.(R"). 
(iD) 车 ELZL.(CR"), 且 m((zER": f(z)#0))<+o%, 则 fe 
Lr*(R")(0<p<1). 
(0) 车 fEL. RYNL*(R"), 则 /ELR")(1<p<+%). 
(2) 设 m(E) 过 0, 上 且 f(x),F(z) 都 是 E 上 非 负 可 测 函 数 .对 :> 
0, 若 有 


m({z€ E: F(z) > <+| 
frEE: F(z)>t} 


则 (| .codz| 时 过 zi 人 reoaz| SE 
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f(z)dz, 


(3) 设 z( 歼 )>0,7Cz) 是 天 上 非 负 可 测 函 数 , 旦 有 
1 
ms | de 宇 4>0; zf de <B. 


车 对 6>>0, 记 Es={zEE; f(z)>654}), 则 
m(Es) > m(E)(1 一 9)242/B. 
(4) fEL?(E) 的 充分 必要 条 件 是 : 任 给 es>>0, 存 在 g&EZ*(E) 且 
g (ZX) 之 0(rEE) ,使 得 


|f(z)|*<e. 


ja lf(D1>en)} 


证 明 (1) (iD 记 M=m({z€ER": f(z) 头 0)), 则 


| f(z) ldz = zf 7， Cd 
本 z(| 十 门 jz (Wda 


1 十 oo 
Spuf x dt p] F.0da 
0 1 
和 
去 MA Yd M+ Ts Wh 
十 oo 171。 
(ii) 注意 | Af wax=| MA? Af. (A))dA<+o0. 
0 0 
(2) 不 妨 设 FE LE),F,(x) 二 min{F(z),n), 则 


reodz = p] iF). (WdA = p[ -| flz)dz 


{x€E: F(z)>) 


ee pf cds wsan 过 py RAC eos 
由 此 知 ( 用 H6lder 不 等 式 ) 
(jweodzj < zi weodz 
再 令 n->co 即 可 . 


(3) 注意 , (1 一 6)Am(E) <|, f(r)dr < milE) « Blmi CE,). 
(4) 必要 性 取 g(z)=2|f(z)|(zEE), 我 们 有 
{XE€EE: |f(z)|>g(x)} 
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={r€EE: f(z)=0}U{z€EE: If(r)|=+o0}. 
充分 性 recordz If Cz) lrdzr 


a lcDi>gGnD) 


+| 17FCz)lodz 
{zEEE: | zl<eCz)) 


<e+| SP(Cr)dz<< 十 co. 
E 


例 14 解答 下 列 问 题 : 
(1) 设 f(z) 是 [0,1] 上 的 非 负 可 测 函 数 , 且 有 
m({r € [0,1]: f(D)20)<1/I+E) (>0), 

试 求 p 值 ,使 得 f€L*([0,1]). 

(2) 设 fF(z) 在 R* 上 是 局 部 可 积 的 ,1< 训 <co, 试 证 明 下 列 条 件 是 
等 价 的 ， 

(i) JEZL4CR"); 

(ii) 存在 M>>0, 对 于 R" 中 任意 有 限 个 互 不 相交 的 正 测 集 E, ,EE,， 
"Ei, 有 


> 


i=1 


解 (1) 对 zeE[1,2), 我 们 有 
>)m((ze [0,1]: fr(z) >n)) 
n=] 


» 
jeodz| <M. 


= Smc(z € [0,1]: f(z) 过 mm 


< 2 ee < 3 <+ oo Pe no]. 
对 p 宇 2, 令 f(z)=1/Mz 一 1, 可 知 fEL*([0,1). 而 
m({zEL0,1]: f(z) 0) =m({r€EL0,1]: 1/ Mr —1247)) 
=m({z€EL0,1]: r+D)) = 
故 它 是 满足 题 设 条 件 的 . 
(2) Y=) 注意 || /ceaz| < 。 [lf bar 


1 1 
tO ite 
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(其 中 p,p' 为 共 思 指 标 ), 并 令 M 一 儿 必 即 可 . 
(之 G) 作 g(x)= >c "Xe (Cz)，, 则 
| Cosg(mdz|= Bc 7eoaz| 
R El 5 
二 
ICi| mE:)) * 


lz 
< DBE) | fd 


Up 


< bb» Cm(E))'? 
i=1 


pIUPF a yp 
Treoaz| | [Slee ] 
四 i=1 


Sm DCmE))” = Mr lel,. 
由 此 易 知 fe DR). 
例 15 试 证 明 下 列 命 题 : 
(GD 设 feZ([0,1]), 则 lm | lf) de=1. 
(2) 设 fELE)NZL(E), 则 


im [1/1 1dr = | 1f C2) ldz. 
pl+ JE E 


(3) 设 0<g<p 才 十 om(E) 过 十 吕 , 则 
LA Up 
lim (fisted) 从 (| epraz| 
证 明 (1) 注意 到 | jz)12 和 1(FGz)| 委 1) 17Gz)1 委 |FCz)1| 
(|f(z)|>D), 记 E={r€EL0,1]: IFGz)|>1)E 一 {zE 匹 : | 7Cz)1 
委 1} ,我 们 有 (积分 号 下 取 极 限 ) 


1 
lim | |f Cz) rdz= lim | [fn) dz + lim | |f lz) ldz 
po+ Jo pot JE, Pot JE 


=m(E) + m(E,) = 1. 
(2) 令 El={zr€EE: |f(7)|>1},E=E\E1, 则 对 2>ps>p1>1, 
有 
[fF | (rEE); [f(r2|f(2)|" (rEE), 
从 而 知 
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lim Ifcopaz= | |FGz)ldz， 
E, E, 


pl1+ 


lim | [lz 一 If (2)1Jdz = | =0. 


prl+ 
由 此 即 得 所 证 . 
特别 有 : 若 TE 志 (EL2CE), 则 lim ll 一 HI， 实际 上 ,下 述 推断 成 立 ， 
| EOP 
im Nfl = lime— 7 ES enjetreor 一 1 
pm plt 
(3) (i) 因为 


Wh = | rar < tm (fe a)”, 
所 以 可 得 Jim /< 
(ii) 根据 Levi 引 理 和 控制 收敛 定理 ,我 们 有 
lim /Al = im fn dz 


| n> 


向 lim | 
PTY reEE 17CzpiSi) 


| fen ldz+| 
{xz€E: |f(7)1>1} 

例 16 试 证 明 下 列 极 限 等 式 : 

(1) 设 fED([0,1]), 且 f(z)>0 (zeE[0,1]), 则 


lim M/A, = exp (finf cz). 
(2) 设 f(z),w(z) 是 上 非 负 可 测 函 数 . 若 有 
| wz)dz = 1 | f(D wz)dr <+ o%, 
E E 


[f(z) Ndzr 


If(z) 1’dzr= fl. 


{xz€E: |/(D NL} 


a “nf Cz)dr 
则 lim (| fez)ywlz)dz) 是 je a 
pot 【JE 
(3) 设 fEL~(E),w(z)>0 且 [eeopdz=: 则 
/i 
= 各 (eecodazj -Il 


证 明 (1) 由 Jensen 不 等 式 易 知 In fl, 之 Tareodz 另 一 方 
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面 ,根据 Int<t 一 1G>>0) ,可知 
Fn reodz 六 ; [freaz 1] 宕 人 二 人 二 ldz. 
注意 ,我们 有 _ 
lim :Pan 一 1)dz= | "nf Cz)dz, 
由 此 即 可 得 证 . 
(2) 易 知 积分 1 二 | w(z) "Inf(z)dz 有 意义 . 


(iD 车 了 存在 , 则 用 不 等 式 |(e* 一 1)/p|<<|t|+e"'(ER',0<p< 
1) 来 证 明 


lim I LD luaz 一 | w(z) * lnf (zx)dz. 
E 


pr0+ 
(ii) 车 I= 一 0o, 则 考查 f(x) 二 max{f(z),6)(0<6<<1), 在 不 等 
式 


(| ce fr(z)dz) He (fw ,focz)dz) 


两 端 令 6 一 0 十 . 
(3) (i) 易 知 7 入 1 Fl 
(ii) 对 任 给 e>>0, 存 在 eCE: m(e) 之 0, 使 得 
If(z)|> Al。 一 se (rz€e). 
从 而 可 得 


(J wes) “> (ire rw)ar 


1 
> dl -efweoaz 
由 此 又 知 ( 令 p 一 十 co)I 之 fl 一 e. 
结合 (i),(ii), 即 得 所 证 . 
例 17 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 f(z) 是 (0,1] 上 的 非 负 可 测 函 数 ,上 且 对 任意 的 6>0,JE 
DC((0,1]). 若 ze LPGz) (>1) 属 于 天 ((0,1]), 则 
1 ey 
F(x) 全 | fdt= on 1) 人 工 一 0+. 
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(2) 设 对 任意 的 s>0,F(z) 在 [e,1] 上 绝对 连续 ,上 且 有 
[es ldz <+% (p>2), 
o 
则 存在 极限 limf (zx). 
Ea 
(3) 设 fELFCR')(p>1),1/p 十 1/p'=1, 令 F(z) 一 re， 
ZE RL， 则 
IF(x+h)— F(z)|=o(hl), h— 0. 
(4) 设 f(z) 在 R! 上 可 微 , 若 fEL(R'),f EL(R'), 则 f(z) 一 0 


(z 一 co). 
证 明 〈1) 存在 定义 于 [0,1] 上 的 wz): wp(z) 过 1,8(0+) 一 co, 且 
gt Fei) 是 可 积 的 . 从 而 有 (g=p/(p 一 1)) 


1 1 me PE 
F(z)= | fdt = | (WDET DG CF de 


1 Veaf pl Up 
< (| gx] (J ze-1g(t)Fe(t)dt| . 
1 1 
由 此 知 rw<ul| ged .对 任 给 e>0, 存 在 zo: 0<zo<1， 
使 得 rr"%(z)<s(0<z<zo). 因 此 
| Grid < 2eln i. 


(2) 用 Cauchy 列 的 方法 . 易 知 存在 常数 C>0, 对 0<x'<x”<1， 
有 


2 
IfCz®) 一 fz')| <| zr f(r) dz 
¥ 


sr Up 
<cerwl| zf Cz) ledz)| . 

二 

(3) 对 任 给 e>0, 存 在 9 之 0, 使 得 
re dz <e (ECR',m(E) < 9). 
从 而 当 0<h<6 时 ,我 人 有 (1/p 十 1/p' 二 1) 
十 大 

IF(x++h)— F(z)|= 站 了 (rz)dt 
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二 下 Up > 
SH, | fo bd) em. 


U2 
(9 由 不 等 式 | PCz)ldz<v5a|| 17 wldz] 可 知 ,Pe 
Z([a,0]). 由 此 得 fEACC[a,6]) ,自然 挛 EACC[a,6]). 从 而 我 们 有 
oreoyaz=Po-Peo. 此 外 又 有 


reoyaz < ?| lz)PCz)ldz 


172 1/2 
< raz) (ford) <2 hr 

这 说 明 d( 产 (z))/dz 在 Ri! 上 可 积 .根据 fE€L?(R') 以 及 存在 极限 
lim 放 (5), 易 得 slim f° (6)=0, 

例 18 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 f€ELR") (1<p<o0). 令 f.(W)=m({zr: [f(z)|>N)) 
(42>>0), 则 

GD lim Xf.W=0; Ci) limM .CD 一 0. 

(2) 设 fe LPGRD) (1 和 bp<co), 令 户 (z)=F(z 十 四 .车 r>>0,s>0 
且 7r 十 :==p;, 则 

lim fi fh = 0. 

证 明 (1) (i) 因为 我 们 有 ( 令 EE= {xzER": |f(z)|>>4}) 

en tae > | fn 1dr > 2.0, fe rR"), 
所 以 f, (42) 一 0(4 一 十 oo), 又 由 此 知 (积分 绝对 连续 性 ) 

Wf. NZ | [fo Ndr 0 G+ oo0). 


(ii) 取 o>0,4<o, 我 们 有 
limX?f. (2 = limX[f, (2) 一 f. (0)] 
0 0 
一 limm((zER:A< |f(7)| <0)) 


<| If Cr) dz. 


{zER": |f(z)1<o) 
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由 ca 的 任意 性 即 得 所 证 . 
(2) 首先 ,由 fi EL CR 疡 ELCRI) Cr 人 tp 二 sp 一 1), 可 知 
太 PELIR0. 其 次 ,对 任 给 es>0, 取 N, 记 巨 =[ 一 N,N], 使 得 


| Per |dz<e. 因为 对 xzEE, 当 |h|>2N 时 ,z 十 A 世 已, 所 以 
WF = | fr a + [fF dz 
TH 5 
< [| zeotaz (fl tea)" 


+ [aeopaz (nas) 


Se hh + es fh. 
由 此 即 得 所 证 . < 
例 19 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fEL*(E),m(E) 过 oo0, 且 fi,>>0, 则 


十 1 
um Ws = fl.. 


(2) 设 m(ED)>0Gk=1,2,…), 且 mCEi) >0(k>00), 
gi(z) = Xe (7) /mE)', + =1,p>1, 
则 对 fE LR"), 有 lim| gt) fr)dz = 0. 
kro R" 
(3) 设 {f.(z)} 是 上 可 测 函 数列 , 且 有 m(E) 达 十 oo, 以 及 
IDOI<MCEeEnEeN，| ropdz=1wmeN). 


车 级 数 > ou.(z) 在 巨 上 几乎 处 处 收敛 , 则 lima. 一 0， 
n=] Woo 
证 明 (1) 令 a.=1fh,b=1f, 则 or<1flo6, lim 作 < 


1 此 外 ,又 知 jim 名 之 1f1.. 从 而 即 可 得 证 . 
(2) 注意 不 等 式 
[XC er AE 


368 


1 Up 
户 
< dm mE) | fons) -| [| 


(3) 由 题 设 知 limanf(zx) 二 0,a.e. ZEE, 帮 存在 68>0 以 及 AC 
E: 1 一 M3>0,m(E\A)<6, 使 得 {afi(z)} 在 A 上 一 致 收敛 于 0. 从 
而 可 得 ( 记 &=sup{anf.(z)}) 
lod? = lof cn dz = | ef) de + [olenfoz) ldz 


er» m(A) + M? la,|’6. 

由 此 知 ]la,|?<em(4)/(1 一 M26), 即 可 得 证 . 
例 20 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 1<p<+oo0,fEL?F(E), 则 


Il = sup| |reoeeodz| ,leh =1), 
特别 存在 gE LCE): ll,=1, 使 得 fh,==| f(x) cz)dz 
(2) 设 0<x<1l,Y(z) 是 忆 上 正 值 可 测 函数 , 则 
Be fz) 
WI = if 人 人 区 la el =1}. 
证 明 (1) (i) 对 1<p< 十 co, 因 为 
facar|< Wh, tel, = Wl, 
所 以 只 需 指出 : 存在 le 外 一 1, 使 得 | .PCz)g(z)dz=17l. 
车 f(z)>>0, 令 一 17l, 则 = 人 17Cz) 1*dz. 注 意 g(p 一 DD)=p， 
令 g(z)=[f(z)/4J ,我 们 有 
[gt ldz = [fw l*dz/X% 一 1， 


1 
/wed = | FVD = 4) = Mh 
E E aA 


车 f(z) 变 号 , 则 用 gCz)=[|f(z)1/24]* sgn{f(z)). 
(ii) p==1, 此 时 g== 十 oo. 令 g(rz)=sgn{f(z)}. 
注 对 fEL~(E), 虽 有 11。=sup(| ,f(z)g(zdz; glh=1) ,但 不 一 定 存 
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在 g: gl =1, 使 得 17ll- 一 | 7)dz 
实际 上 , 令 M= IFl-, 则 对 e>>0, 存 在 4CE: mm(4) 二 0, 使 得 17(z)|>M 一 e 


CzE4). 令 g(z) 一 Mn(z) sgnff(z))/m(A), 则 lglh=[ Xr)dz/m(A4)=1. 我 
们 有 


Jf wear 志 ro .sgnfJ(z))dz/m(4) 


一 epldzmml) > Mdm W/m = Me 
前 一 结论 得 证 . 但 是 , 设 f(x)=z(0<z<1), 则 上 f=1, 而 当 llg 册 =1 时 ,我 们 有 
|Jreoeeouz | < ziee ldr< 『 lg lar =1. 
b 


从 而 后 一 结论 也 得 证 . 
(2) (i) 因为 


rw raz< (fro0 gd) | ro , 
所 以 
(Jreorazj <int(f lenar: lol = 中 
GD 设计 | Gopidzzo, 令 wa 一 二, 则 


| Gr)dr = | f(T)Adzr = 1， 
到 E 
fteees) =([ wD dz) 


TE -ia= 人 [recordz 
E E 
例 21 设 K(z,y) 是 R*XR” 上 的 可 测 函 数 , 旦 有 
[Kwldy < M, ae.ZzE Ri 


| IK(z,y)|ldr < M, a.e.7€R’", 
本 


令 TH(D=| KGzWDf6)dy(fELR"),1<p<+o0), 试 证 明 TfE 
LR"), 有 NNT,SC Hfl, FE LR™). 
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证 明 对 一 十 co, 我 们 有 
ITfcol< KW1If Wldy < Wl] KC ldy 


<MIl,, a.e.r€ER". 
由 此 知 HTfl <M fil. 
对 1<p 达 十 oo, 作 4g: 1/p 十 1/q==1, 则 


rw < (| Kw ey) (Kellyooray 


<m'( Kw oay). 
应 用 Fubini 定理 交换 积分 次 序 ,可 得 
rw baz < Me (KD Hf ay)az 
BR RN 


电 
= mM" oof da)dy < Me lf dy. 
由 此 即 知 Tf,<C 1 


§ 6.2 L? 空间 的 结构 


基本 内 容 
(一 ) L'(E) 是 完备 的 距离 空间 


为 了 便于 在 L*(E) 中 引进 距离 ,我 们 对 L*(E) 空 间 的 概念 稍 作 一 些 改变 , 即 认 
定 当 f,g€Lr(E), 且 f(z)=g(zx), a.e. zrEE 时 ,f 与 g 是 L*(E) 中 的 同一 个 元 ， 
或 说 用 几乎 处 处 相等 作为 等 价 关系 把 L*(E) 中 的 元 分 成 等 价 类 . 例如 在 上 几乎 
处 处 等 于 零 的 函数 全 体 是 L*(E) 中 的 零 元 ,于 是 我 们 有 下 述 定理 : 

定理 1 对 于 f,gE€EL?*(E), 定 义 

d(f,g)=lf—gl,, 1<p<%”, 
则 (CLACE),qd) 是 一 个 距离 空间 . 仍 记 为 L*(E). 
定义 1 设 fEL?(E) (4==1,2,…). 若 存在 1EL?(E), 使 得 
lima (fi,f) = lim lfi ~— fll, = 0, 
则 称 { 记 } 依 LACE) 的 意义 收 化 于 f,{f4} 为 L*(E) 中 的 收 伊 列 ,f 为 {f4} 在 L*(E) 
中 的 极限 . 
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我 们 有 下 列 简单 事实 : 

(iD) 唯一 性 . 若 limlfs—fl,=0,limlf—gll,=0, 则 f(z)=g(x),a.e.7€E 
E; 

GD 车 fim 一 f=0, 则 im 一 il 

定义 2 设 ( 有 }CLCE). 若 lim 有 fi 一 fj 一 0, 则 称 {f4} 是 L?(E) 中 的 基本 
(或 Cauchy) 列 . 

显然 ,由 于 fi 一 和 上 fi 一 fs 十 上 一 外 i,, 故 知 收 合 列 定 为 Cauchy 列 .下 
述 定理 表明 L*CE) 中 的 Cauchy 列 定 为 收敛 列 , 这 一 事实 称 为 空间 L*(E) 的 完备 
性 . 

定理 2 Z*(E) 是 完备 的 距离 空间 . 


(二 ) L?(E)(1<p<o0) 是 可 分 空间 


定义 3 设 厂 是 L*(E) 中 的 子 集 , 若 对 任意 的 fEL?(E) 以 及 e>>0, 存 在 gE 
,使 得 |f 一 gli,<e, 则 称 荆 在 L*(E) 中 稠密 ; 若 L*(E) 中 存在 稠密 且 其 元 素 是 可 
数 的 子 集 , 则 称 L*(E) 是 可 分 的 . 

引 理 设 fEL?(E)(1<p<o0), 则 对 任意 的 e>0, 我 们 有 

(i) 存在 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 g(x) ,使 得 


rm — g(r)|*dr < e; 
(ii) 存在 R" 上 具有 紧 支 集 的 阶梯 函数 p: p(x) = >)ciXi,(z) (每 个 都 是 二 


进 方 体 ), 使 得 | .17(z) 一 Kz)1'dz<e 


定理 3 L*(E)(1 志 p<o0) 是 可 分 空间 . 
推论 若 1 和 bp<co,1<r 和 co, 则 Z(E)mZ (E) 在 L*(E) 中 稠密 . 
定理 4 若 fEL?(R")(1<p<oo), 则 有 


a 
lim| lf(z + f(z) lrdr = 0. 


奥 型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命 题 : 
(DD) 设 {fi(z)} 是 EE 上 可 测 函数 列 ,FEL?(E) (p 之 1). 若 有 
[fi(D | SF) (EN)， limfi(z) = f(z),a.e.r€E, 
则 [fi 一 fl 一 0 (Eco). 
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(2) 设 户 EEC(RD) (1<p<o0) 且 f(z) 之 0 (x=1,2,…), 则 
If 一 fl 一 0 ln 一 oo) 当 且 仅 当 一 Fr 一 0 (no0). 
(3) 在 L*([0,1]) 的 各 等 价 类 中 ， 

(i) 每 个 类 中 至 多 含有 一 个 连续 函数 ; 

(ii) 存在 不 含有 连续 函数 的 类 . 

证 明 (1) 注意 1A(z) 一 F(z)1 和 (PCz)1 二 1FGz)1D)* 扫 

2? F(x) |. 
(2) 必要 性 记 f(r) =min( f(z) ,f(z)} "f(z) =max{falz), 


f(z)), 则 由 47 一 fi 一 0 (no0) 以 及 瑚 (z) 十 f(x)=f?(z) 十 
产 (z) 可 知 
NF, = fF, lf, = fl (n> 0). 
从 而 得 上 ?一 f= 上 ?一 f=17, 1 一 1 一 0 (2 一 co)， 
充分 性 首先, 依 题 设 知 f,(zx) 在 R! 上 依 测度 收敛 于 f(x). 其 
次 ,由 


J = rs|< Rm -Pn la 
可 知 ,对 任 给 es>>0, 存 在 9>>0, 当 ma(e)<6,n>Ni 时 ,有 
[fea < s, [fdr<e. 
此 外 ,还 存在 ECR',m(E) 过 十 oo, 使 得 当 n>>Ni 时 ,有 
| reoaz< $, | fidr<e. 


现在 取 o=e/m(E)'”?, 以 及 NN, 使 得 nN 时 ,有 
m({z ER': |f.(z) — f(z)|0)) < 和 . 
考查 


Mf — fh, <|| |f.C2) — fz) az| 汪 


{z: I/ —fl>0} 


Up 
法 (J lf.—fi<e) (7 A | 
+ | 


[ep =- Flmazj“ 
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lp 
If,(z) faz| 
<| ]. Iacn 一 /cr 


1/p 
| | f(z) Iaz| 
{zs CoD 一 Far)1>e) 


Up 
守 | fC7) — fz) Iaz] 
ENtz: | 太 Cz) 一 Frz)1<o 


1 


Up p 
+ 人 | eporaz + (fw rez) 
< 一 4e 十 (oem(E)) ?= 5 (n>N). 

(3) (i) 显然 . 

(ii) 对 Se (0,1), 作 类 Cantor 集 CeC[0,1]: m(Cs)==6, 则 对 包 
含 Xc,(z) 的 菜 等 价 类 .er ,如 果 存 在 fE -miC([0,1]) ,那么 必 有 f(x) 
二 0,a.e. XE€[0,1]\Gs. 然而 [0,1]\Cs 在 [0,1] 中 稠密 , 故 得 f(x) 三 0， 
这 与 XcsCz) 天 0,a.e.zE[0,1] 矛 盾 . 

例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 设 1<p<o0,fELI(E), ELI(E) (k=1,2,…), 且 有 
limfi(z)=f(z),a.e. zx€EE,limlfel,=1Fl,. 

lim lfi — fl, = 0. 
(2) 设 fi(z)>f(z) (ho0,TEE),m(E)<oo 且 有 
Jifa lar < Mm k=1,2), 0<r<o. 


则 对 p: 0<p<r, 有 ji| .17i(z) 一 F(z)1dr 一 0. (注意 ,对 m(E) 一 
co 或 p=r 皆 不 真 ) 

(3) 设 Nfils<MGEN), 且 limlfi 一 fy,=0, 则 

lim lf — fl, =。 

(4) 设 1<q<p<oowm(E)<oo. 车 有 Jim|,|fi(z) 一 fz) 1rdz= 

0, 则 
im| .Ac 一 (Crz)lrdz = 0. 
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证 明 (1) 应 用 不 等 式 |a 一 61*<<2*'(|al* 十 151*), 可 得 
2 和 (| fx [F627)|D) ~— [filz)— fl*0 (rz €E). 
因为 我 们 有 
2 far = | lim[2" fae) + HCl 
E Ek 
一 |fi(z) — f(z)1*Jdz 
< 2 |fCz) ldz + 22 lim| |fiCz) ldz 
E krooE 


+ tm|, — |fi(z) — fz) ledz 


= 2*| LAGz)lmdz 一 王 | [f(z) -rz)lodz， 
lim], 
所 以 得 出 
o<lim| fi(#) f(z) <im| fn -f(az<o. 
ho E kvoo)E 


(2) 由 题 设 知 |fl,<<M. 取 g: p/r 十 1/g==1, 并 对 任 给 >>0， 
作 eCE: mle)<[e/(2M)? 了 ,使 得 f(z) 在 E\e 上 一 致 收敛 于 f(z): 


lim| [f(z) 一 flr)’ = 0. 
ho Ee 
此 外 ,我 们 有 


[em — /f(z) dz< (fun — f(z) raz)” (faz) 入 


< (2M)? me) 一. 

综合 上 述 结果 , 即 可 证 得 | 疡 一 Al 一 0(->co). 

注 对 p=r, 上 述 命题 不 真 ,例如 f(z) 二 MV 和 (0<z<1/DiPiCz) 一 0( 其 他 
z 值 ),limfi(z)=f(z)=0(0<z<D, fi 小 =1, 但 (zx) 不 是 以 ZL"([0,1]) 意 义 
下 收敛 于 f(z). 

对 m(E) 二 十 eo, 上述 命题 也 不 真 . 例如 
1, k<zrz<h+1, 
0， 其 他 ， 


则 Cz) 一 f(z) (hk 一 oo,zE (0,c0)), 且 有 Hl 二 M, 但 是 f(z) 不 是 以 
Z((0,oco)) 意 义 收敛 于 f(x). 


(3) 注意 不 等 式 


fi(z)= f(z)=0, 
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Wf = R= fi) = FN + ezldz 


V3 


| 


Nf om Fy fils + LF) < 2M fs — Fy 
(4) 注意 不 等 式 ( 设 p': 1/p' 十 q/p 二 1) 
g/p pg 
[fw - rrdz< (ae =- fondz) cm, 
E E 
例 3 试 证 明 下 列 命 题 : 
(DD) 设 EDCE)NL*(E) (k=1,2,…),fEL'(E). 若 M= 
sup{lfs 1}<o0, 且 1 一 fh 一 0 (4 一 oo0), 则 
Nfi—fl,>0 (k>0%,p>1). 


(2) 设 fEL?([a,6]), fi€L?([a,6]) (REN,p 之 1). 若 有 
limlf 一 fl,=0, 则 


lim | Ac )dt = | “fd, a<zr<b. 
Pe 。 站 


(3) 设 f€EL(E),m(E)<< 十 吕 , 且 M=sup (lfs 1 < 十 co. 落 

JiCz) 在 马上 依 测度 收敛 于 f(z), 则 
Ifi—fl,>0 (&—>%,1<r<p). 

(4) 设 hELI(E)(kEN,1Sp<+00) ,limfilz)=f(z) a.e. rE 
五 , 则 下 述 命题 等 价 : 

CD JE EPE) 且 limlfi—fl,=0. 

(ii) 对 任 给 e>>0, 存 在 ceiCE: mm(ei) 王 十 co, 以 及 9>0, 使 得 

| epraz<s en), 


| Ifilo) ldr <e (ENeCE: me <). 


证 明 (1) 由 题 设 知 存在 {f(z)}): limfi,(z)=/(z),a.e. 7EE. 
故 根据 |f; Cz)1<lfil,<MGEN.a.e.rEE), 可 知 |f(z) 1<M, 
a.e. XEE. 由 此 即 得 上 |。 二 M. 从 而 我 们 有 
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[zeo = Fear- pep -ADD -AD 
E 

<| .pep -Al AD + WD dz 

过 | .ep = fa + IN de 


< GM) | Hh) — f(z) ldz. 


即 可 得 证 . 
(2) 注意 不 等 式 (p 二 1) 


x b 
AG fd < {fd — fe de 


b Up Ny 交 
< (finw ft le] 一 0 和 
(3) 由 题 设 知 存在 {f(z)}) ,使 得 im (x) 二 f(z),a.e.zE. 故 
由 
(fras) =(J iim tas) <tim( Aas) 


可 知 lfl,<M. db iy e>0,o>0, 存 在 天 ,使 得 
m(E) <e (kK), E= {rz€E: |fiz)— fz)|>0). 
从 而 我 们 有 (之 开 ) 


ftw = eter = (fo + fis) fn = fea 
> 
< (| Ifi(z) 一 zldz| Cm(ED))? +o mE) 
， 


r er 
fi fh (EN)? +o mE) 


< (2M)'eF + emlE). 
由 此 即 可 得 证 . 
(4) (iD 一 (iD) 注意 ,对 任 给 e>0, 以 及 可 测 集 4CE, 存 在 入 ,使 
得 


| flrdr < | co +e (>N). 
A 
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(ii) 一 (iD) 由 题 设 可 推 ,对 任 给 e>0, 存 在 6 之 0, 使 得 
| [f(z) 1*<e, | |F(z)1*<e mle) <om(e)<+o0). 
从 而 可 得 
je [filr)—f(z) raz<2 | [fil(z) Pazt+2r| [f(zx) 1dr<2t!e. 
再 由 fi(z) 在 e1 上 依 测 度 收 僵 于 f(x), 车 令 @l={rEe: |fi(z) 一 
了 (z) | 之 e), 则 存在 no, 使 得 m(e;)<6(k 宇 no). 从 而 又 可 得 
[fw = fon = (f+ | hn fendr < oe. 
a a a 
综合 上 述 结果 ,我们 有 | 外 疡 一 站 ,<C:e. 
例 4 设 记 ECc"([0,1]),1 <1 (EN). 若 对 一 切 g&6E 
CdLo,1]), 有 lim| /cosCz)dz=0, 试 证 明 imlAl =0 
证 明 反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 则 存在 3 二 >0 以 及 [0,1] 中 的 xz。， 
{zr) ,使 得 fz) 之 0, 一 zoln 一 o0). 因为 | 及 ,1, 所 以 |f,(x) 一 
万 (zo)| 委 1z 一 zol(zozE[0,1]). 从 而 由 题 设 知 ,存在 N, 使 得 


fT) 6/4 (过 Niro 一 6/4 委 工 委 zo 十 9/4). 
作 [0,1] 上 逐 段 线性 函数 g(z) 如 下 : 


人 zo 一 6/4 委 z 委 rzo 十 9/4， 
g&(7) 一 2 
0, xzE [ro 一 9/4,zo 十 9/4]， 
则 当 z 之 N 时 ,有 

1 Ba 

| reoscodz> 16° 
这 导致 矛盾 ,证 毕 . 


例 5 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 用 EL'(E)(REN),m(E)< 之 十 上 且 M=sup {lfilh} < 


十 co. 车 f(z) 在 E 上 依 测 度 收 敛 于 0, 则 对 gEL'(E) 有 
tm VAD dr = 0 
(2) 设 所 CR1,0<m(E,)<+co(n€EN), 且 limm(E,) 一 0, 又 令 
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gn(2) = (M(B) ys (rz)OE N), 1<p<+ Ey es 1 


则 lim] fg (rdz=0(f EL RD)). 


(3) 设 1<p<>0,f.ELIRD,Nf.1,<M (EN),fEL'(R'), 有 8 
有 


lim | /Ca = [war, rER', 
mooJ 0 0 
则 对 任意 的 gE€L(R'),1/p 十 1/q=1, 有 

lim| fr)g Cr) dr = f(a)dz. 


(4) 设 1f, 一 fl 一 0,lg, 一 gi 一 0(n 一 00,r0), 则 
le, — fell,, >0 (no0). 
证 明 (1) 对 任 给 >0, 由 题 设 易 知 ,存在 6>0, 当 eCE 且 m(e) 
二 6 时 ,有 J lg) ldz<e. 令 Ei(e)={zEE: | 有 i(z)|>e), 则 由 题 设 
又 知 ,存在 NN, 当 k>N 时 ,m(Ei(e))<<6. 从 而 对 k>>NN ,我 们 有 


| Iceoecoldz= (| +| | [frr gr) dr 
Ce) LA 


U2 


< 


| fe) lz] u lel) idz| 


1/2 


2 
十 | fla| (| lecn lz| 
BE EAD] 


< Ve +Ve. mE). lel”. 
由 此 即 可 得 证 . 
(2) 只 需 注 意 不 等 式 


-1h 多 多 
fg dz = om) | nla < (ze dz| . 
(3) 根据 题 设 易 知 , 若 A(z) 是 阶梯 函数 , 则 有 
lim| ,六 cryhaCndz = | .reacmdz. 


现在 对 gEZ2(CRI) 以 及 e>>0, 作 阶梯 函数 AKCz) ,使 得 
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le 
le—#l,= (fe kn) < 
并 考查 
A Treoscodz| 


<| ,ez)1lgCz) — hlz)ldr 
+ | 人 Ceoacn 二 coDhncz)]dz| 
二 | Up — gn) 1dr 


委 | Al lg 一 Al 十 fatee) — f(x)h(r) dz 


+ fll, lg 一 All- 


由 此 易 知 结论 成 立 . 
(4) 由 题 设 知 liml7,, 一 Ill- 因为 我 们 有 


fw fe dz 
< De ~ gC + eV = fd 
< (| hen) 一 go]I dz 
+ | gcceo 一 f(z)J1 dz) 
网 记 
二 2 人 [epora (fle -ante 


十 (fis ldz| [er — /fladz)| i 


所 以 令 n 一 oo 即 可 得 证 . 
例 6 试 证 明 下 列 命 题 : 
GD 设 上 fi 一 0, gs 一 gl 一 0,p 之 1 且 1/p 十 1/4 一 1, 则 


lim| .AcoDesCn — f(r)g(r)ldr = 0. 
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(2) 设 在 ECR" 上 有 Wf 一 了 一 0,lgi 一 g 有 ~0 (4k 一 00), 若 所 E 
Ze (AM (=1,2,…), 则 
lfig — fgll>0 (ko%0). 
(3) 设 1<p<o0,fi€ELI(E) (k=1,2,…), 且 有 
limfilz) = f(z), Sup, lfill, < Mm. 
则 对 任意 的 g€ L*(E)(p' 是 p 的 共 轿 指标 ), 有 ( 弱 收 敛 》 
lim| f(x) Cr)dz 宕 [wend 
(4) 设 ECR",1<p<oo,limhh 一 fl,=0, {gr(z)} 是 EE 上 一 至 有 
界 的 可 测 函 数列 ,日 g(x) 一 g(x) (TEE,k—>o0), 则 
lim lj gi — /f° el,=0. 
证 明 (1) 因为 我 们 有 等 式 
filx)gr(z) — fr)glx) = [filx) 一 Jrz)][gktCz) — g(x)] 
+ flz)[gi(z) 一 SCz)] + g(x) Lfilz) — f(x)], 
所 以 得 到 


| ceomcry 一 FCz)g(z)1dz 
< [lf - fer) les) ~ gz) ldz 
+ | fas) — gC) ldz 


+ | ews) ~ fn) ldz 
< om Fh, le — gl t+ Nfl, lg — el, el Nfs — fl,. 
令 >oo 即 得 所 证 . 
(2) 易 知 上 fl。<M, 且 fi* gEL(E) (KEN),fgEL(E). 对 任 给 
se>0,ao>0, 由 题 设 知 存在 $>0 以 及 NN ,使 得 (eCE,e(o)= {zx€EE: 
|fi(z)—f(z)1>0)) 


law lar <e om <e， 


m({z EE: |fi(z)— f(r)|>0) <6 (LN), 
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| lg(z)ldz<e (Ey= {zrz€E: zl > N)， 
EN 


从 而 我 们 有 
| [fiCD gr) 一 fn g(r) Ndr < 2M| lgCz)ldz < 2Me, 
Ey N 


| IfiCz)gz) 一 for)g lr) ldz 
EEN 
= 人 _ + jeo fn le dz 
AN(a) BN(e) 


< 2Md| lg(z)| 十 5 -| lgCx) ldzr < 2Me + o lelh 
An(®) By(o) 


(Anlo)=(E\EW Nelo), Bn(o)=(E\En)\e(0)). 
由 此 即 可 得 |fig 一 fg 一 0(k 一 品 ). 注意 到 上 fig 一 figi i 过 
AM lg 一 gr 中, 最 后 导致 
Ifigr—fel<lfig—figlhtlfig—felh>0 (ko0). 
(3) 由 题 设 知 上 fil, 性 M. 对 任 给 e>0, 存 在 63>0 以 及 NN ,使 得 当 e 


CE 且 m(e)<3 时 ,有 | lg(z)1*dz<e, 且 有 | |g(z)|*dr<e(En= 
« EN 


(xzEE: zl>N)). 根 据 Eropoe 定理 我 们 可 知 ,存在 ACE\En: 
m((E\EN)\A)<<6, 使 得 fi(z) 在 A 上 一 致 收敛 于 f(z). 从 而 知 存在 
Ji, 使 得 

[filx)— fr)| <e/m(A) (kNi,r€ 4)， 
由 此 又 得 | 1fi(2) 一 f(z) dz 之 (er/m(A))m(A)=er. 于 是 对 有 之 
max{N,N1} ,就 有 


| Aceoecodzr 一 [fadzr < [ae =- rellecoldz 


= 人 + + ceo = /fhe ld 


Up 


< thf le ta) 
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+ | ls lr] i 


(EEN) 
办 Up 
+ (ff fea) dz| lal, 


<2M el 十 2Mee +elel,. 
这 说 明 命题 成 立 . 
(4) (i) 对 任 给 e>0, 存 在 N 以 及 6 汪 0, 使 得 当 eCE: m(e)<6， 
有 | 17(z) lidz<e 以 及 (Ev={zEE: |z|>N)) 


| Vo har<e, -fl,<e (>N). 
EN 


设 |gk(z)| 委 MGEEN,zEE)，et(e) 一 {zEENEN: |gi(r)—g(r)|> 
e}, 则 易 知 存在 Ni, 使 得 mei(e))<<6(k>>N1). 
(ii) 估计 不 等 式 
lfigs — fel, < lefs — Ns + lg — eyfl,, 
我 们 有 
laf ~ DN, <MIA fl, < Me (>N), 


gr — oF? = lf ?glz) — g(x) 1dz 


= (st hos had ele ecw lar 


< Cm] |fCz) lrdzr + o| If(z) dz 
Ey E 


十 CG220 中 | PCz) lodz 
ee 


< (2M)?e t+ er fl + (2M)* 。e. 
由 此 即 得 所 证 . 
例 7 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 feZ2(CE)， 记 ELCE) (k=1,2,…). 若 fi 一 ff,<4 *(k 
二 1,2,…), 则 对 任 给 5>>0, 存 在 ECE,m(E;)<0, 使 得 fi(z) 在 E\E。 
上 一 致 收敛 于 f(z). 
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(2) 设 f(z) 是 R!1 上 非 负 可 测 函 数 , 则 对 任 给 es>0, 存 在 R: 上 非 
负 可 测 函数 g(z) ,使 得 
(iD Nf—gl, <e; (ii mC(zERI: g(rz)=r})=0 (rER'). 


(3 设 f={fEC™ RY): sop{|f (D1)<+o, | rcodz= 
zER! R 
0) , 则 .地 在 L7CRDC<p<<oo) 中 稠密 . 
1 
(9 设 1<p<+oo, 令 F=ferdo1D: | .rcoldz=l， 
人 re 1rdz=2]) , 则 对 e: 0<e<1, 存 在 3>0, 使 得 


m({z € [0,1]: |f(z)|>e) 6 Ce 站， 

证 明 (1) 令 A={z€E: [fi(z) 一 f(z)|*?>>2“}(kEN), 则 
27m(A2) 世上 一 f<4,m(A4) 过 2“*. 由 此 可 知 fi(x) 在 EE\ 
( U4) 会 Bt 上 一 致 收敛 于 f(x). 因 此 我 们 有 

k>i 
m(B) < mA) < D2 =2 0 (i o%). 
> ks 
从 而 易 知 结论 成 立 . 

(2) (i) 设 (mr : 0<ni<rs 过 < 之 过 … rm 阅 十 cln 习 00), 且 有 

rh 一 rn<e. 再 作 f(z)=f(x) 十 arctanz, 且 记 
EB1(7) = DraXs,(7), 


a=1 


其 中 E= {rz€ER:r hr rm EN)， 
可 得 gi(z) 之 arctanz, 上 fi 一 gi|,<e. 又 令 g(z) 一 gtCz) 一 arctanz, 则 
gz)>0, fel=|f -al <e. 
(ii) 因为 我 们 有 
{zERI:, g(7) =7}= {rz€ER!: SCz) 一 arctanz 一 7 
一 U {rT EE,: arctanr =7, —r}, 


n=] 
m({x€EE,: arctanr=r,—r})=0 CEN)， 
所 以 m({rER!: SCr) =7r})=0. 
(3) (i) 对 任 给 es 之 0,h>>0, 以 及 nmEN, 可 作 pgEC™ (R') ,使 得 
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gz) 的 支 集 是 紧 集 且 包含 于 [nvco),0<p(z)<M(zERD ,| ,9(z)dz 一 
1, lgll,<e. 
实际 上 ,存在 f€EC™"(R'), 且 对 kEN, 有 
suppf C [n,ntht+2], OX<f(z)<1 (rzERD)， 
f(2)=1 n+1<zr<nt+k+l). 


设 1 一 | ,f(z)dz>0, 则 取 wz)= PCz)/L 从 而 有 


o<rz)<1l [: = | f(z)dz 之 faz 三 对 
人 R! i ’ 


mn 十 二 十 2 Wp Up 
lpl, < (| (| {( 针 3 引 00 (ho0). 
因此 取 充分 大 ,8(z) 就 满足 要 求 . 

(i) 已 知 对 je Z2(R9D 以 及 e>>0, 存 在 &ECS CR) ,使 得 17 一 
ll<e 若 | g(x)dz0, 则 命题 已 成 立 .现在 设 | ,e(z)dz 一 m 关 0， 
我 们 取 ,使 得 suppg 门 [n,oo)= 名 ,并 且 选 取 PE Ce”(R!) 满 足 

(A) suppyC[n,co); (B) P(z) 过 0C(zERI); 

© | ,wzdz=1 GD) els<e/Iml. 

转 而 考查 y(z)=g(z) 一 mg(z), 显 然 JE ex ,上 且 有 
If— yl,= 1 — 8) 一 mg 
< -oel,t+ ml lol, <etm lyl, < 2e. 


注 .er 并 不 在 L'(R") 中 稠密 ,例如 f(z)=Xtow(z). 此 时 , 若 有 pE LCR') 
且 1f 一 qh<<1/2, 则 


1 一 | wzdz = | ,Lrco - rdz < hf — rr) ld < 
由 此 推出 [Fz)dz>1 一 1/2=1/2, 帮 8E.7Y. 
(4) 对 fET, 令 4={zE[L0,1]: |f(z)|>e},B8=[0,1]\M, 易 知 
Jf wl Se mB) <e, 


| fowldz = [Ifen ldz —| If(2) dr>1—e 
a 0 B 


记 g: 1/p 十 1/g 二 1, 则 可 得 
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Lvl en ad 


Up 
= (J az mC A) < 2 0m A. 


从 而 我 人 有 1 一 e<2?Gm(4)) 即 mC 之 0 一 "209=2| 二 人 
例 8 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 Fe ER (1 志 p 达 00), 则 存在 数列 {h,): h,>0 (nco)， 
使 得 
limf (x —h.)= f(x), a.e.r€ER!. 
(2) 设 fEL'(R'). 若 有 
fC—ffhall C= frt)), 
则 f(x)=0,a.e. rER'. 
(3) 设 p 之 1,fi€E Lr(R')(kEN), 且 对 任意 xr>>0, 有 


lim Ifi(z) — f(z)1?dr = 0, 


jy lzl<r 
则 存在 {f(z)}, 使 得 limfs,(z)=f(z) ,a. e.rER". 
(4) 设 ECR", limlf,1,=0(1<p<o0), 则 存在 {f(z)}) 以 及 0< 
F(z): FEL?(E) ,使 得 
[fi, (TZ) SFr) (4€E N,a.e.r€E), 
limf,, (x) =0, a.e.r€k. 


证 明 (01) 注意 lim| |f Cz—A)— f(r) 1dr=0. 
0J RI 


(2) 设 f(x) 的 Fourier 变换 为 A(z), 因 为 fl。 二 上 flh 以 及 

f(z)=f(z)e*, 所 以 得 到 
Nf mA b= fe — Delf oh < la. 
从 而 对 一 切 z,t, 有 f(z)， le 一 11<e 或 
(fon) le — D/l<it di o0). 

今 |t| 一 0, 可 知 |f(z)| 过 0. 这 说 明 f(z)=0,a.e. xzER!. 

(3) 对 r=1, 由 题 设 知 ,在 {f(z)Xin<i1《(z)} 中 可 选 出 子 列 
{f(z)} ,使 得 fi, (z) 在 |zl 委 1 上 是 几乎 处 处 收敛 的 . 对 r 二 2, 在 
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{7Cz)Xiiss(z)) 又 可 选 出 子 列 { 妃 (z)} ,使 其 在 1z| 委 2 上 几乎 处 处 
收敛, 再 对 ~ 一 3,4,…，, 一 直 做 下 去 ,可 得 可 列 个 可 列 函 数列 ,它们 各 自 
在 |z| 委 NM 上 几乎 处 处 收敛 . 最 后 ,用 对 角 线 法 抽取 子 列 , 再 重新 编号 
即 可 得 证 . 
(4) 由 题 设 知 ,lim lf 一 fm 一 0. 从 而 存在 子 列 {f,,(z)) ,使 得 
fi CO— fils <1/2 C= 1,2,.). 


+1 


(z) 一 f(z)1(zEE), 我 们 有 


rl 


令 F(zD)=|f,(z)|+ 2 1f, 


lel, < Nf, ls + DH, 


tl 


—f,l, <+ =， 


h—1 
[fo = FD + Df — fn |<F) EN). 
‘i=l 
由 此 易 知 limf%,(z)=0,a.e.7€ E. 
例 9 试 证 明 下 列 命题 ; 
(车 fELRY(<p<o0), 则 
lim | If (2) + f(z— aldr = 2| |fCz) rdz. 
人 eeJ Rn R 


(2) f(x) 在 R" 中 任 一 测度 有 限 的 可 测 集 上 均 可 积 的 充分 必要 条 

件 是 : 存在 f1 EL1(R"),f,EL”(R") ,使 得 
flz) = f(r) 十 PCz)， 工 ER" 
(3) L~((0,1)) 是 不 可 分 的 . 
(4) 设 fELRD (<p<o%), 则 
lim lf + fal, =21fl, Cz) = 一 人) 
证 明 (1) 对 任 给 的 e 之 0, 作 分 解 ， 
f(r) = g(x) + h(z), 

其 中 g(z) 是 R" 上 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ,而 hl 过 e/4. 显然 ,存在 M 
>0, 当 |t| 宇 M 时 ,g(z) 与 g(x 一 t) 的 支 集 不 相交 . 从 而 有 


seo + gtr 一 Dldz 
= [ls ld t+ ls 一 Dldz 
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= 2| .lec ldz (lt| > M). 


由 分 解 式 可 知 |fl, 一 lgl,| 过 lai,<e/4. 又 由 
f(r)+f(r—t)=[s(r)+ g(r — 2] 
十 [ACz) + h(z — 2)], 
以 及 记 g(rz)==glz 一 t), 可 得 


I +f, let elsl Slt+hl, <2 ll, <#, 
从 而 当 |t| 宇 M 时 ,有 
If + fl — 2 lel,l < 


最 后 我 们 得 到 
f+ fl, — 2 fl,l 
< | f+ Fl, — 2 lel,l + 2 lel, — 2 NF,l 


< 2 二 未 过 者 
(2) 必要 性 令 
4 一 人 {zERA2< zl 和 十 1D2) n=1,2,.), 


则 存在 m, 使 得 六 nzm(4.)< 十 co. 这 是 因为 若 不 然 , 则 对 任意 的 人 ， 
有 
Dnim(A,) 一 十 co. 


此 时 ,可 能 有 两 种 情形 发 生 ， 
Gi) 存在 {n,} ,使 nd * m(4,) 宇 1, 则 有 BjCA4,, 使 得 nim(B))=1. 


从 而 得 wm| 忆 】 <o, 依 题 设 我 们 有 |f(z) | 在 B 上 可 积 ,但 这 与 
可 wim(BD 一 十 oo 牙 盾 . 
(ii 存在 NN, 当 n>N 时 有 em(A.)<1, 则 台 | 4] <oo. 但 
n=N 


If(z) | 在 UU 4. 上 的 积分 为 十 co, 这 与 题 设 产生 下 盾 . 


388 


现在 既然 有 了 > we , m(4.)<co, 就 可 令 4= [j 4 并 记 


n=no 


万 (z) = f(z)» Xalz), falz) = f(r) » Xn 7), 
则 f(z) 二 fi(z) 十 f(z), 其 中 有 EDR"),f.€EL™~(R”). 
充分 性 在 f(z)=fi(z) 十 f(x) 时 ,f(z) 当 然 是 可 测 函 数 , 且 对 
任 一 个 mm( 瑟 < 十 ce 的 五 ,有 
[fe laz < | miceoldz + Per ldz < co. 


(3) 考查 函数 族 f(z) 二 Xo.o《z)(0<t<1), 并 注意 |f, 一 所 -= 
1(0<4<t<L). 
(4) (i) 设 gEZ2COR0 站 CecCOR ,我 们 有 
lg 一 gs 和 lg 一 sl。 » mlsupp(g)) ?0 (h—>0). 
(ii) 易 知 对 任 给 e>>0, 存 在 gE€Cc(R') ,使 得 | 7 一 g 儿 <e. 由 (i) 知 
存在 6 二 0, 当 |h|<85 时 ,有 llg 一 grli,<s. 从 而 可 得 
Nf — fill, If — gl, + les — els t+ lgs — fall, 
<21f — gl, + les — gl, < 3e. 
最 后 我 们 有 (1h|<6) 
[f+ Fil, — 2 < H+ fm 2fl, = 1 — fl, < 3e. 
例 10 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 fEL?(R')(1&p<<o0), 则 存在 收敛 于 0 的 正 数列 {a,) ,使 
得 对 数列 {5,): |b,| 过 a,(nEN), 有 
limfo (x) = f(z), ae.r ER! (fsx)= f(r— 6)). 


(2) 设 fEACCL0,1]), 且 f,(0)=0 (n=1,2,…), 若 {f1) 是 
六 ([0,1]) 中 Cauchy 列 , 则 存在 fE ACC[0,1]) ,使 得 户 (z) 在 [0,1] 上 
一 致 收敛 于 f(z). 


(3) 设 记 Er([a,b)G<p<oo), 且 六 17 <c, 则 存在 
k=] 
fE€EL?([a,5b]) ,使 得 
G) Dfilz)=f(7), a.e. rE La,b]; 
k=1 


Gi) Dfi(z) 依 LC[a,5]) 意 义 收 钱 于 f(z)(n 一 十 oo). 
k=1 
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(4) 设 FE Le(E),gELCE) ,>1 则 
J fez) 1rdz -| le lar| 
E E 


pl| .ye snar) | (ffm ra) 7 


el 


一 (feces) 2 要 


证 明 (1) 取 oa>az>>…>>a>>…: an>0(n 一 00), 使 得 
If, — fl <2 (a€N,lb,|<a). 


由 此 可 知 了 ;一 /有 之 十 oo, 以 及 


ef Dt 
从 而 我 们 有 
六 If 一 一 jz)1 < 十 co，a.e.zERL 

随 之 可 得 lm[f C2) 一 f(z 一 6)]=0，a.6.zER' 

(2) 由 题 设 知 六 (z) 一 | 大 Cd:. 又 由 于 { 严 (z)} 是 ([0,1]) 中 
的 Cauchy 列 , 故 存在 gE€ 1'([0,1]) ,使 得 

limf Aceo ~ gen) ldz =0. 
由 此 易 知 
lim| fid 宇 sod (0<zr<. 
令 f(z)=J gqt, 则 feEACL0,1]), 且 有 
[f(z) — f(z)| = [ia = feed|s Te — gl) ld. 

从 而 得 出 命题 成 立 . 

(3) 们 aoD- 疡 |fi(z)1(nEN), 我 们 有 


日 oo 
led, < > fl, < > fl,— M<+ %. 
t=1 t=1 
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从 而 可 知 jg, 彤 和 Ms Cz) 委 gz) 委 … 委 goCz) 委 … 因 此 极限 


limg?(z) 几 乎 处 处 存在 , 即 ( >)1f,(z)1) “< 十 co,a.e.xzEE, 且 有 
Wi n= 
| bp [fo dr SM Df fx), ae.z€E, 
n=1 n=1 
ff asm, WV,<M= Dl 
有 一】 


加 | /Bh <im 3 Ml,=0. 
=1 并 T=ntl 


这 说 明 (ii) 成 立 . 
(4) 注意 到 对 >1,a 过 0,p 过 0, 我们 有 不 等 式 


1p 一 ao| = [az|< pl(b — a) ar + be)|, 
故 可 得 积分 不 等 式 
上 geoy = law as|< fr lscw bla 
<p] 0 le NOT + len ddr 
Sp Nf ~ gD + le ddr 
( 令 1/p 十 1/p', 根 据 Halder 与 Minkowski 不 等 式 可 知 ) 
本 sl| .He — g(x) ldz| ~ 
x (| .dnt le a) 


<plr -elf nna) 


二 (see Pendz 和 


= pf — gl, fl 十 和 le 人 22. 
例 11 设 六 EZCE)GI<b<comnEN), 试 证 明 下 列 命题 等 价 ， 
(D 存在 f€EL?(E) ,使 得 
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lim lf. — fl, = 0. 
(ii) 存在 fEL?(E), 使 得 f,(z) 在 E 上 依 测度 收 化 于 f(z), 而且 


『={|(z) 1 具有 积分 一 致 绝对 连续 性 , 即 对 任 给 。 之 0, 存 在 6>>0， 
使 得 


| [f(r)lrdr <e (n€EN,eCERm(e)<O). 


证 明 (Gi) 和 >(i), 首 先 ,f,(z) 在 E 上 依 测度 收敛 于 f(z) 是 显然 成 
立 的 .其 次 ,因为 {f,(z)} 是 L?(E) 中 的 Cauchy 列 ,所 以 对 任 给 es 之 0， 
存在 N, 使 得 


[ep fo hdr <e (nm>N). 
由 此 又 得 [1fw(z) 一 f(x) |dz< 奋 (n>N). 对 所 (x) n=12,ee 
NN), 存 在 9>0, 当 eCE: m(e)<8 时 ,有 
[far < 12 N). 
从 而 我 们 有 
[ee lrdz < 2 | fucz) ldz+ | ep = fn de 


<e+| Ac — f(r)ldr<et+e (n>N). 


这 立即 导致 (ii) 成 立 . 
(让 之 (DD. 只 需 指出 {f(z)}) 是 L*(E) 中 的 Cauchy 列 . 为 此 ,对 任 
给 e>0: 
(A) m(E)<< 十 oe 时. 由 题 设 知 存在 9>0, 使 得 
| Aceprar<s (n€EN,eCEHm(e) < 6). (x) 
令 E={z€EE: |f,(7)—fi(z) le/2m(E))} (EN), 则 


| [fz) — fr) lrdr Se mE )/2m(E) SE. (xx) 


2 
(Es 二 EE\Eni) 因 为 {f(z)}) 是 依 测度 收敛 列 , 也 是 依 测度 Cauchy 列 ， 
所 以 可 取 N ,使 得 m(E,) 二 6(nEN,k 宇 N). 从 而 知 
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| [fCD dz < 了 (n€ N,k>N). 


Es 


于 是 我 们 有 
| If — fn la < | fC bdr + 2 [fiCz) lrdz 
A E E 


mk nk 


t+) ENk>N). 


再 根据 (x x*), 即 知 {f,《z)} 是 L*(E) 中 的 Cauchy 列 . 


2 


(B) m(E)== 十 时 . 作 分 解 E= 【Ei: m(Es)<< 十 coCkEN), 并 
=1 


记 4 一 1,2,…), (4)) 是 递 碱 可 测 集合 列 ,使 得 门 4 二 2 
k=j J=l 
根据 具有 积分 一 致 绝对 连续 性 ,可 知 存在 和 ,使 得 


| fn hdr < Hm Gn = 1,2,°°). 
4 


jo 


从 而 我 们 有 
| co = fan de 


如 


过 2 | 六 Cz)lodz 十 2 foldr<e Go 
4 
a 


注意 到 m(4;) 人 <2)m(E;) 达 十 co ,根据 (A) 就 有 


人 | PCz) 一 fn(z)1*dz 过 e (充分 大 的 nym). (x x*) 


综合 (x),(x#) 式 ,说 明 {f,(z)) 是 L*(E) 中 Cauchy 列 . 
例 12 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) f(z)=Xtwrti(7)/xlnEN) 是 (C0,co)) 中 的 Cauchy 列 . 
(2) f(z)=Xowm (zx)/MX (nEN) 不 是 (C0,1)) 中 的 Cauchy 
列 . 
(3) 设 FE 三 ((0,co)) ,fi(z)=f(z) Xowg(z) (4EN), 则 
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gn(Zz) 二 >)fi(z) 是 (C0,00)) 中 的 Cauchy 列 . 
£=1 


(4) f(z) 二 Xtm,nri《Z)《nEN) 不 是 1((0,co0)) 中 的 Cauchy 列 . 
(5) f(7T) 二 Xow《(X)/z(n€EN) 不 是 L1((0,o0)) 中 的 Cauchy 列 . 
(6) f(z) 二 X00,w《Z)/z?(n€EN) 是 1((0,o0)) 中 的 Cauchy 列 . 
证 明 (1) 注意 等 式 


Wf fo = snake — Xena) /z+ dz 


<[ 和 宇 + 六 至 =m 
(2) 注意 不 等 式 (n<m) 
DA ee 
(3) 注意 不 等 式 


站 encn — g(xz)|dz = 「 


1 起 1)+inl1 + 寺 ]. 


十 co | mi 十 内 


fla 


=nt1 


i 
2 | Al = pa 1FGz)ldz 
< kl 


k=n+1 


= lldz. 
(4) 注意 上访 一 户外 =2 (m<n). 
(5) 注意 | /一 户 hh 玉芝 =mm 一 Im (n=<m). 


(6) 注意 1 一 /= 芋 - 二 一 十 wo<m)， 


例 13 设 0<p,g< 十 吕 , 试 证 明 LC(E)。L(E)=L” ?19 ,其 中 
ZE) LE)= {fg: f € LE),g € LA(E)). 
证 明 GD 车 gE€1?(E),hE€E Li(E), 则 我 们 有 


J laa) Rar < (| ec lar) ps Paz] a 


这 说 明 L?(E) .LE)CLm/?+9(E). 
(ii) 设 Fe Ze (BE)， 令 g(z) 一 [LFGCz)] ti(z) = 
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[fC , 则 FGz)=g(z)。ACz),gELP(E),EZ2(E). 这 说 明 
Le(E) LE) 二 LGWE). 


386.3 L: 空间 


基本 内 容 
(一 ) 内 积 正 交 系 
定义 1 设 fEL(E),g€EL2(E), 记 
8) = [fg Ca)dz. 
由 此 ,Schwartz 不 等 式 可 写 为 |(f,g) | 二 上:* lg. 显然 ,(f,g) 满 足下 列 内 积 
所 要 求 的 性 质 ， 
(Hg)= 一 (8 (iD (fitfag)=(fi,g)+ fag)s 
(ii) (af,g)=a(f,g)=(f,ag) (a 是 实数 ). 
我 们 称 (f,g) 为 f 与 g 的 ( 实 ) 内 积 ,L*(E) 为 (完备 的 )( 实 ) 内 积 空间 . 
定理 1( 内 积 的 连续 性 ) 若 在 L*(E) 中 有 limllfi 一 l=0， 
则 对 任意 的 g€ L*(E) 有 ( 弱 收 化 ) lim (fi,g)=(f,g). 
定义 2 若 f,gEL*(E) 且 (f,g)=0, 则 称 f 与 g 正 交 ; 若 {}CL*(E) 中 任意 


的 两 个 元 都 正 交 , 则 称 {g) 是 正 交 系 ; 若 还 有 lig 二 1( 一 切 a), 则 称 {8) 为 L*(E) 
中 的 标准 正 交 系 . 


若 在 正 交 系 {gjCL2(CE) 中 ,对 一 切 n 都 有 Im1 关 0, 则 | 下 8 } 就 是 标准 正 交 
系 . 以 下 我 们 总 假定 对 一 切 win 天 0. 
定理 2 LCE) 中 任 一 标准 正 交 系 都 是 可 数 的 . 


(二 ) 广义 Fourier 级 数 


定义 3 设 {p) 是 L*(E) 中 的 标准 正 交 系 ,fEL*(E), 我 们 称 
= ip) = [Dp dz, k= 2 


为 (关于 {gp4)) 的 广义 Fourier 系数 , 称 > ,cupt(z) 为 的 (关于 {gj} 的) 广义 
各 
Fourier 级 数 , 简 记 为 了 一 Pan 
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注 设 数列 {c} ,并 作 Si(z) 二 Sag(z). 若 有 
lim ls， — fll:=0, 
则 (f ,pg)=0(j=1,2,."). 
定理 3 设 {p;) 是 L*(E) 中 的 标准 正 交 系 ,fEL*(E), 取 定 关 , 作 
f(z)= Der 《z)5 
其 中 ai(i=1,2,…,k) 是 实数 , 则 当 Di ) (i==1,2,…,k) 时 ,使 得 


IF 一 Al 达到 最 小 值 . 
定理 4(Bessel 不 等 式 ) ” 设 {g(zx)) 是 L?(E) 中 的 标准 正 交 系 , 且 


fELE), 则 f(z) 的 广义 Fourier 系数 {ou} 满足 yd<I 昌 

定理 5S(Riesz-Fischer) 设 (p(z)) 是 (8) 中 的 标准 正 交 系 . 若 {ct} 是 满足 
六 ci<+co 的 任 一 实数 列 , 则 存在 gEL(E) ,使 得 (g,h) 二 cA(kEN). 
本 定义 4 设 (4 是 二 (E) 中 的 正 交 系 , 若 L*(E) 中 不 再 存在 非 零 元 能 与 一 切 
?4 正 交 , 则 称 此 {gp4} 是 L? 中 的 完全 正 交 系 . 换 句 话说 , 若 fe (天 ) 且 (Pi 一 


0 (4 二 1,2,…), 则 必 有 f(x)=0, a.e. zE€E. 

定理 6 设 {p,) 是 L*(E) 中 的 标准 完全 正 交 系 ,fEL?(E), 令 c=(f ,94)(%= 
2.07), 则 lim | pa 0 

定义 5 设 内 (z), 央 (z),…, 办 (z) 是 定义 在 下 上 的 函数 . 如 果 从 

qbi(z) 十 azba(z) 十 … 十 ak 加 (z) =0, a.e. IEE 

可 推出 w=0 (=1,2,…,), 那 么 称 函 数 几 (it 一 1,2,…,)( 在 下 上 ) 是 线性 无 关 
的 ;对 于 由 无 穷 多 个 函数 组 成 的 函数 系 ,如 果 其 中 任意 有 限 个 函数 都 是 线性 无 关 
的 ,那么 称 此 函数 系 是 线性 无 关 的 . (显然 ,线性 无 关 函 数 系 中 不 存在 几乎 处 处 等 
于 零 的 函数 ) 

注 一 个 线性 无 关 的 函数 系 不 一 定 是 正 交 系 . 不 过 ,我 们 可 以 在 此 函数 系 的 
基础 上 建立 起 正 交 系 来 ,这 就 是 下 面 所 讲 的 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 : 

设 { 办 } 是 L*(E) 中 的 线性 无 关系 , 令 


iz) = hh(7), yz(z) = - 先 宫 p17 二 各 (z). 
一 般 来 说 ,在 取 定 9g1,92,… ,pi-1 时 , 令 
PAT) = Qta21(Z) 十 at2922(z) 十 … 十 at-i9i-iCz) + hr), 
其 中 
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a =— (BP, ,21 
lps 


易 知 这 样 所 得 的 {ps} (k= 二 1,2,…) 是 正 交 的 . 

由 于 己 (E) 中 存在 可 数 稠密 集 了 ,车 将 一 中 线性 无 关 的 向 量 选 出 来 ,再 进行 上 
述 正 交 化 过 程 , 就 可 得 到 一 个 正 交 系 . 

定理 7 设 ig;) 是 177(E) 中 的 标准 正 交 系 , 若 对 任意 的 fE ZL:(E) 以 及 se>0， 
存在 {9;} 中 的 线性 组 合 

g(z) = p39 “pi(7), 
使 得 47 一 gj:<e( 此 时 ,也 称 {9,} 为 封闭 系 ), 则 {9,} 是 完全 正 交 系 . 
典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f,g€EL2《E), 则 (平行 四 边 形 公 式 》 
lf + gl + lf — gl; = 2 + lels). 
(2) 设 1f, 一 fl 一 0, 1g, 一 gl->0Cn 一 coo), 则 
|(fisgr) 一 (fg)1 一 0 (一 co)， 
(3) 设 1fl,=lgls, 则 (f+g,f 一 g)=0. 
(4) 设 上 >,,《 记 ,了 ) 王 上 f 脱 (x 一 oo), 则 
7 一 7 一 0 (一 co). 
证 明 (1) 注意 等 式 


ce + g(z)Jdz + [Ae 一 gCz)]dz 


=2 [fdr 十 ecoaz|. 


(2) 注意 |g,l: 一 gl2(n 一 0) 以 及 不 等 式 
| (Fo8gs) — (fg8)| = |(f, — fg) + (gn — gf)| 
< — Fl, lgl, + lg, — gl Nfl;. 
(3) 注意 等 式 
(f+g,f—g8)= | — leli+ (gf) — (f,g) = 0. 
(4) 注意 | 一 B= 上 此 十 上 及 一 2 , 放 ). 
例 2 试 证 明 下 列 命 题 : 
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(1) 设 |A 一 Ab: 一 0G 一 -), 则 存在 极限 
lim | .Ace fla)dz. 
(2) 设 AEZ2([0,1]),FEZ2([0o,1]), 令 
Fn) = fd, Pacn = ed， 
人 0 
则 要 一 本 有 入 2C0 肛 十 2 一 天 上 
(3) 设 {( 刻 (z)} 是 已 上 可 测 函 数列 , 且 有 
Ji 六 (cz) 一 Az) (zEE), FELI(E) (FPCz) 一 sa 人 (AR(z))， 


则 1 7 一 /一 0 一 co)， 
证 明 (1) 注意 | ml: 一 Al Co) 以 及 等 式 


| (CACoD 一 所 (zadz= | Andz+| folzdz—2| f(z) flr)dz. 
E E E E 
(2) 因为 我 们 有 不 等 式 
IF(z) — Folz)| < [RK FD + FO DIfGz) - folr) dz 


< (sf reo 十 icz)]dz] “(fre 一 Jo(z) laz] I 


所 以 结论 成 立 ， 
(3) 注意 |fCz) 一 f(z) | 和 4[fi(z)+ 记 (zx)JS8F (x). 
例 3 试 证 明 下 列 命题 : 


GD) 设 fe 2([0,1]), 令 Ra)=] rode 骨 


1 一 大 2 2 V2 
= (fF F(z 十 » | dz| <c lfl,, 


其 中 0<h<1, 且 C 与 了 无 关 . 
(2) 设 EL?([a,6]),gn€EL*([a,b])(nEN), 且 有 
limf,(z)=f(z), limgn(z)=g(z), a.e.z€ [a,6], 


6 
| ec liaz<M, [fC EFz) (EN)， FEZC[a,O)， 


则 tim fg)dz = reogcoar 
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证 明 (1) 我 们 有 


5 三 ru 
< 二 


-去 (全 六 rorajazj” 


位 Fe) id hdz| 必 


= 万 {fOraz)a 


+ (fonsjat (并 reopaza” 


= 二 作 f(t) tdi 十 六 ve |?* Adt 


A 
1 1/2 
+ ,Oba pa) 
1—h 
本 1 h 1 一 1 172 
声 收 ft) [2hdz 十 | [fa) lhdt 十 | Pear 


=C plc = 1/ VE). 
《2) 依 题 设 知 ,对 任 给 e>>0, 存 在 56>>0, 使 得 (eC[fa,5]) 


| Preoadz <e, | [fOr)g (rdr <e mle) <), 


而 且 g(x) 在 [a,bJ\e 上 一 致 收敛 于 g(z). 即 存在 N ,使 得 
|g。(z) — g(z)| <e (n>N,zr€ [a,bl\e). 
我 们 分 解 积 分 为 


[reoeen — f(z)g(z) dz 
< 站 Are -raplecoldz 
二 repllgca — gn) lar 
会 I 十 1， 


P< -fw ha len) Laz 
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<MI/ 一 /用 一 0 一 co)， 


=| gC) — gf ld 
[ao]ve 
+| giz) — gf Cr) dr 
Se ll + | lass) fn lar + | /eldr 


<eWh+ (| law tla)” 


[ras) 人 证人 


<elfl, + Me +e (n>N). 
由 此 即 得 所 证 . 
例 4 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 fELR'). 若 zf(x) 在 R' 上 平方 可 积 , 则 f€EL'(R'). 
(2) 设 FEZ2z(RD,gEEZL2CORI), 令 fi(z)=[f (zt+h)— fr)]/h 
(hn 天 0). 若 有 


im| fe) — g(x) dz = 0, 


则 存在 常数 ,使 得 f(z)=| g(t)de+C, a.e.zER' 
证 明 (1) 注意 不 等 式 (0<r 和 < 十 cc) 
[eoldaz=| fn lde + [A 
R lzl<r 


lri>r 


<[| If(z) laz] “pi 


ed 


lzl>r 站 
一 (2r)22 fl, 十 2 Nzfl,/r. 
(2) 注意 到 不 等 式 
172 
[ee -pola< (| let = fr) im， 
. R 
可 知 
[ewar -ia f+ = fa 
5 ij， 
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I 十 有 EE 中 h d 
=lim 让 | fdt 一 lim Ff t 
f(x) 一 C， ae. 工 和 到:. 


由 此 即 得 所 证 . 
例 5 试 证 明 下 列 命题 : 


CD 设 feZz([o,1]),gEZ2([0,1]). 若 fe)4z=0, 风 
(frewecas) < (faceaz (eeoaz] J rcaz. 


(2) 设 g(z) 是 [a,5]J 上 非 负 可 测 实 值 函 数 , 令 
T= {f(z): fg € La,b]))}, 
则 『 在 Z([a, 执 ) 中 稠密 . 


证 明 (1) 记 | ecoaz=" 我 有 


1 1 
| foecndz| Ereosgcn arcoD]dz| 


1 1 
= | /we 一 adz|< eol lg(Cz) 一 cldz 


U2 


1 1/21 pi 

< | mepdz | (g(z)— asdz] 
9 0 

和 .rar “(Necas 一 站 | eceaz] (seoaz| 


十 [eeoaz] 广 
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一 [rear “eeoaz 一 (eeoaz|} 


(2) 反 证 法 . 若 结论 不 真 , 则 存在 PE L:([a,5]) ,qlz) 在 [a,b] 上 不 
几乎 处 处 等 于 0, 使 得 


[EE =0 (f€DN. 

令 忆 =={zx€E[a,6]: g(z)<k}), 对 任意 的 ei: ex:CE4, 且 取 T 中 元 f(x) 

一 加 (c)[ 注意 | se)xuCz)dz<kC6 一 | ,我 人 有 gCz)dz 一 0. 因 
2 网 


为 es 在 Ei 中 的 任意 性 ,所 以 易 知 g* (zr) 一 0,a.e.XE Ei, 随 之 有 g' (x) 
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一 0,a.e.zE[a,b.9 (7z) 也 同 此 理 . 因此 p(xz)==0,a.e. XE [a,6J. 导 
致 矛盾 ,证 毕 . 

例 6 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 EL([0,1]), 且 fl 二 MnEN). 若 f,(z) 在 [0,1] 上 
依 测 度 收敛 于 0, 则 上册 一 0(n 一 oo). 

(2) 设 f 甩 ELI(E)(n€EN), 且 上/ 一 fi 二 2“"(nEN), 则 存在 
JEZ2:(E) ,使 得 

lim |f, ~ fl, = 0， limf(z) = f(x), a.e.z €E. 

(3) 设 f,(z) (n==1,2,…) 是 [0,4]( 任 意 的 A>0) 上 的 绝对 连续 

函数 . 若 有 


[KeppazsM，Ieols 


则 存在 一 致 收敛 子 列 {f,,(z)). 
证 明 (1) 对 任 给 e>0, 作 ,= {xzE[0,1]: |f,(z) | 之 e} , 依 题 设 
知 m(E,) 一 0ln 一 00), 即 存在 NN,m(E,)<e:(n 之 NN). 从 而 我 们 有 


lf = (fs 村 国内 | PCz)1dz 


1/2 
<||. fn) (m(E) ?+e 


LT =1,2,%;0<z< 0), 


<lfilse t+e >N). 
由 此 即 可 得 证 . 
(2) 注意 到 | /一 万 用 委 2 一 十 …… 十 2 <<2 
{f(z)}) 是 L2(E) 中 Cauchy 列 . 从 而 存在 fEL(E), 使 得 
lim |f, ~ fl, = 0. 
此 外 ,由 外 六 一 户 : 炸 < 天 2 ”可 知 ( 令 A>oo)1 7 一 让 委 2 
(nEN). 从 而 又 有 


[D3 f(z) — fz) dzr = pA — f(z) lidz 


一 om 一 D) 


， 故 知 


= DE D2 + 
“=1 “=1 
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这 说 明了 |f(z) 一 f(z)|*< 十 oo,a.e.zEE, 由 此 即 得 limf,(z) 一 
n=] 


f(x),a.e.7EE. 
(3) (i) 因为 我 们 有 不 等 式 (0<z< 十 2) 


If.(0) — f(D [aa 


I 1/2 
<(f rw lIz—1l*<MIz—1l”, 
1 


IfDIEIF DWI+Mz 1 <1I1+M (0<r<y), 
又 注意 到 当 z>1 时 ,1/z 达 1, 所 以 |f,(z)| 志 1 十 M(0z<o0). 这 说 
明 {f,(z)} 在 [0,co) 上 一 致 有 界 且 等 度 连 续 . 

(ii) 根据 (iD 可 知 , 对 &EN ,在 {f(z)} 中 可 选 {f,,(zx)}) 在 [0,&] 上 
一 致 收 化 ;进一步 又 在 {fi,,(z)} 中 可 选 {fiy,,(z)) ,使 它 在 [0,k 十 1] 上 
一 致 收敛 ;…. 这 样 一 直 做 下 去 ,最 后 可 取出 g,(z)==f,n《z) lnEN), 它 
就 在 [0,co) 上 一 致 收敛 . 

注 {gv(z)} 是 疡 ([0,co)) 中 的 Cauchy 列 .事实 上 ,对 0<e<1,>3/e, 易 知 
存在 N, 使 得 

gs(z) 一 gn(z)| <e/3 (0<rEh m,n>N). 
而 当 zx 这 kt 时 ,又 有 |gnw(z) 一 gs(z)| 委 2/z<<2e/3. 从 而 取 xo: 4/xo<e/2, 以 及 NN， 
使 得 lg 一 gs 由 -< (Ce/2zo)2(mn>>N). 因 此 我 们 有 
le eb (r+ 

例 7 试 证 明 下 列 命 题 : 

(1) 令 X= (fecm ro,1D): f(0)=0, [ Laz=o] 岗 X 在 
Z2:([0,1]) 中 稠密 . 

(2) 设 {f,(z)} 是 L*([0,1]) 中 的 绝对 连续 函数 列 , 且 亡 E 
ZL2([0,1]), 又 存在 f,gE1L*([0,1]) ,满足 

lim |f, — fl,=0, lim lf; 一 gl = 0. 
则 f(x) 是 [0,1J 上 的 绝对 连续 函数 , 且 有 
f'(z) = g(x), a.e. T € [0,1]. 
证 明 (1) 易 知 {zcos (2nxz)}CX, {zsin(2nxnz)}CX. 现在 设 
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gEL2([0,1]) 且 与 X 中 一 切 元 正 交 , 则 我 们 有 


| 二 人 (去 
0= | zeos Cannz) g(r)dr 一 起 | zcosnz 8 寺 dz， 


0 一 J zsinC2nrz) “SCzr)dz = 二 | sinnr 。 | 亏 dz， 
从 而 可 知 zxg(z)=C( 常 数 )(zE[0,1]). 因 此 ,g(z) 王 0，a.e.zE 
[0,1]. 
(2) 由 题 设 知 ,存在 {f(x)}: limf,(z)=f(z),a.e. +€ LO,1]. 
又 由 I 一 gf->0(n 一 oo0), 还 可 知 (0<zo<zx<1) 
1 x 
lim| / (DX.al dt = [soar. 


现在 取 zxo,zE[0,1], 使 得 f(T) AT), fr (To) f(ro) (ko0). 我 
们 有 


rT 1 
flD) fe) = d= {fDi 


故 当 有 xco 时 有 FoD 一 Fo 一 上 g(t)dt. 从 而 得 AE AC([0,1]), 而 
且 f'(zx)=g(zx),a.e.TELO,1]. 
例 8 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 f(z,y) 是 [0,1]X[0,1J 上 可 测 函 数 ,E={(z,y): 0<|z| 
<y<1). 若 Je Z2(E), 则 tm |f(z,) 1dr=0. 
(2) 设 fECC([0,1])(n€EN),Nf. 一 fal 一 0Cn,m 一 o0). 又 
K(xz,y) 是 [0,1]X[0,1] 上 的 连续 函数 , 且 令 
F(x) = fcsproody aeN)， 
则 {F.Cz)} 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 
证 明 (1) 因为 我 们 有 (Oo 入 > 和 1 
y y U2 
frewlar< (Tew bas) G0", 
所 以 得 到 


La epi wf foetaliere 
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现在 假定 结论 不 真 , 即 存 在 /之 0, 使 得 当 |y| 充 分 小 时 ,有 
(三 relaz Ss 
则 又 得 fl, 二 十 oo, 导 致 矛盾. 
(2) 因为 我 们 有 不 等 式 
Po ~ Fo DN SNK) = fa) ldy 


(fxsway) To — £.w ldy) 


1 V2 
<M| -fdy) = en 

所 以 得 到 

NE, — Fl = sup {|F.(z) — F(z)|}—>0 (n,m— o0)., 

0<zr<s1 

由 此 即 可 得 证 . 

例 9 设 F(z) 在 (a,5p) 上 可 测 , 试 证 明 下 述 (1) 与 (2) 等 价 : 

(1) 存在 Fe Lx((a,b)) ,使 得 pe)=| fda<r<b)s 

(2) 存在 M>0, 使 得 对 任 一 分 划 A: ae<zo< zi 二 …<z<b, 有 


IF(z) — Fr Vl 
.一 宫 eS <M. 
证 明 (1)=>(2). 因为 我 们 有 


l= | el 


ti 


<, Sl 人 fla | 


1 Th Tai 


< 六 fe ld = ll, 


所 以 取 M 一 1 即 可 得 证 . 
(2) 过 (1). 依 题 设 知 ,对 (a,5) 内 任意 的 互 不 相交 之 区 间 列 
{《an,B,)), 均 有 


2 LE 本 <M. 
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根据 不 等 
ip) Fadl = ST LBP VB a 
i=1 ii VB = 
jn 2\U2 nm i 
<(D EG) (Ba) 


< (MY -oj 
可 得 Fe ACCaib)). 这 说 明 存在 f€L'((a,5)), 使 得 
F(z) = [rod +C (a<zr<b). 
为 证 EL2((a,65))，, 只 需 指出 
Sn “m(E,) <+ co， 


n=1 


E,= {rz€ aD:nS lf <ntl} CEN). 
对 此 , 先 引 用 一 个 结论 :“ 对 (a,5) 中 任意 的 互 不 相交 可 测 集 E, ,Es,…， 
EE,, 以 及 e>0, 均 有 
和 
有 了 这 一 结论 ,我 们 令 
= {z€E a): Vn fx) < Vnt!1), 
E- = {xz€E(aD): — Mat1l<fz) <— Vn}, 


2 
| fda| <M.” (x) 
E 


易 知 
六 mm(E， )= Po “m(Et)+n*m(E,)) 


a=1 


和 
< 如 力 liml 二 和 下 上.reeoaz| 


2 
+ Se +e Ji far| ) 


= lim in (a Ss Feld) 


No eof 
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2 
] < 2M. 


J fr)dr 


+ m(Er S 十 
注 (x) 式 的 证 明 : 
GD 车 E(i=1,2,…,n) 是 (a,5b) 中 的 开 集 : E,== 【Ga,8,), 则 
产 1 


二 下 1 m(Ei)+e 


bb 


i=1 


『 “Fr)dz 。 


中 了 
< 了 并 上 :二 


i=1 让 1 
GD) 着 EEG=1,2,.… “wn)Cla,b) 是 紧 集 , 则 作 (a,5) 中 的 递 碱 开 集 
列 {Gi) (i==1,2,…,n;jEN) ,使 得 


fo, —a)<M. 


E= /GG=1,2,%m), GA NG = (hk). 
j=1 
现在 对 Gu,Ga，…,C 应 用 (i) ,并 取 极 限 ,(*) 式 成 立 . 
(iii) 对 一 般 可 测 集 EGi 二 1,2,…,n) ,可 作 递 增 紧 集 列 {6,): 
UEsCE, lmm(E)=m(E) (=1,2,,n), 
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并 应 用 (iD) 于 Ei,E,,… ,EE,;, 再 取 极限 , 即 知 (x) 式 成 立 . 
例 10 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) ZL[ 一 x,x] 中 的 三 角 函 数列 : 
Ee 


J 声 %o%* -大 sir， 友 cosir， -大 sinkr， 人 
是 标准 正 交 系 . 


(2) (三 角 函 数 系 是 完全 正 交 系 ) 设 E=[ 一 x,"], 则 三 角 函 数 系 
1, cosz, sinz, **, coskr, sinkz, ** 
是 LCE) 中 的 完全 正 交 系 . 
(3) LL(E) 中 的 正 交 系 {g) 一 定 是 线性 无 关 的 . 
证 明 (1) 证 略 . 
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(2) (iD 设 f(z) 是 [一 x,xj 上 的 连续 函数 . 若 其 一 切 Fourier 系数 
都 是 零 , 则 f(x) 二 0. 
事实 上 ,如 果 f(z) 半 0, 那么 存在 zr。E[ 一 ,rj, 使 得 |f(zo) | 为 最 


大 值 .不 妨 设 fs M0 从 而 可 取 到 充分 小 的 区 间 I= (zo 一 6,zo 
十 6) ,使 得 


f(D)> EM, jEITN[Sx, 
现在 ,研究 三 角 多 项 式 ; 


t(x) 一 1 十 cos(z — zo) — cosd. 


因为 ”(z) 仍 是 一 个 三 角 多 项 式 ,所 以 根据 假定 我 们 有 
{feed 0 
但 这 是 不 可 能 的 . 一 方面 ,因为 当 zE[ 一 x,xJ\T 时 有 |z(z)| 委 1, 所 以 
| /Pdr Ma 


另 一 方面 ,因为 令 J= (ro 一 9/2,zo 十 6/2) 时 ,存在 ~>>1, 使 得 
t(z) 志 Er，zEJn[--rr]， 
所 以 


| f(ze(r)dr> | frr)dr > Mr 全. 
INC~n,] 2 2 
合并 上 述 两 个 积分 不 等 式 ,得 到 
im| (rz)t(z)dz = co. 
上 述 矛 盾 说 明 必须 f(x) 圭 0. 
(ii) 设 fEL2(E). 我 们 作 函 数 
&(z) = 「 fdt. 


因为 g(z) 是 [一 r,z] 上 的 绝对 连续 函数 且 g( 一 x) 二 g (x) 二 0, 所 以 通 
过 分 部 积分 公式 可 得 


" sinkzx 
| g(x) 
—#« coskz 
一 coskzx 轩 — cosk 
= Ee] zt -六 SnD) “|dz 
sinkx sinkzx 
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现在 令 
B= 去 | eC)dz, CCz) = SCzr) 一 了 B， 
我 们 有 


Coskzt 


[ew 


l EE 0 天 三 0 六 2 生 5 
sinkx 


即 G(z) 的 一 切 Fourier 系数 都 是 零 .由 Qi) 知 G(z) 夺 0, 即 g(z) 三 有 .从 
而 可 知 
f(z)=g'(x)=0, a.e.r7€EE. 

(3) 事实 上 ,车 在 {ps} 中 任 取 有 限 个 并 假定 

PACT) 十 aspbCz) 十 …… 十 apu(z) = 0, a.e. TE Ek, 
则 在 上 式 两 端 各 乘 以 g(x), 且 在 E 上 对 进行 积分 ,由 {94}) 的 正 交 
性 可 知 wa:=0, 同 理 可 证 a;=a; 二 二 =a; 二 0. 

例 11 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 feZ([ 一 rz),{9。(Cz)} 是 (一 zz] 上 的 三 角 函 数 系 . 若 
有 


T f(z)9a (Tr =0 (n= 1,2,.), 


则 F(z)=0,a.e.zE[ 一 r,r]. 

(2) {sinnz} 是 L*([0,"j) 中 的 完全 正 交 系 . 

(3) (Zz)==sinhz (n 二 1,2,…) 是 L*([0,1]) 中 的 正 交 系 ,其 中 尺 
(Cn 一 1,2,…) 是 方程 tanzx==xz 的 正 根 . 

证 明 (1) 由 题 设 知 ,对 三 角 多 项 式 Q(z), 有 (f,Q)==0. 而 对 gE€ 
C([ 一 x,zj), 存 在 三 角 和 多项式 列 {Q,(x)), 它 在 [一 x,x] 上 一 致 收敛 到 
g(z), 故 有 

0 一 lim(f,Q,) = (f,8). 
又 对 [一 ,本 中 的 任 一 正 测 集 已 ,存在 g*EC(L 一 r,z]) ,gz)| 委 1， 
使 得 limg(z) 一 XeCz) 从 而 根据 控制 收敛 定理 ,可 得 (f,Xz) 一 0. 由 此 
立即 推出 结论 成 立 . 
(2) 显然 , {sinnz} 是 L?《([0, Jj) 中 的 正 交 系 . 此 外 , 设 f € 
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Z2([0,x]), 且 有 [repsinnzdr=o, 则 作 f(z) 在 [一 x,x] 上 的 奇 延 
0 

拓 : 三 (z)=Fz)(0<z<r), 广 (Cr) 一 一 斤 一 z)( 一 rz<0). 显然 

J /* (zx)cosnrdz=0 (n=0,1,2,…), 而 且 (nEN) 


r=—1t 


0 
| f° (xz)sinnzdz | flt)sinntdt = 0. 
x o 


这 说 明 「 f/f'(z)sinnzdz 一 0. 从 而 f* (zx)==0,a.e.XE€[ 一 ,wj. 由 此 
即 得 所 证 . 
(3) 我 们 有 等 式 


1 
| sinhr » sinAnT * dx 
0 


= 一 $e 十 加 )zdz 一 [sea 一 和 )zdz 
过 0 0 


工 (一 和 )sin( 十 和 ) 一 (十 和 )sinCu 一 知 ) 
2 (各 一 知 ) 
cosh * sinh 一 A * sinA, * coshn 
(入 一 入 ) 
sinA, * sinAn 一 SinA » sinAn 
(一 必 ) 

例 12 试 证 明 下 列 命题 ; 

(1) 设 {p4}CL*([a,5b]) 是 标准 正 交 系 , 若 存 在 极限 
limgr(z) = Hz), a.e. ZE [a,b], 

则 pz)=0, a.e. xzE [a,b]. 
(2) 设 {pkz))} 是 L2(E) 中 标准 正 交 系 .车 /EL2CE), 则 


| .rcpDwecmdz = 0. 
(3) 设 { 太 (z)} 是 己 ([0,1]) 中 的 标准 正 交 系 , 则 


0. 


1 
Yl- 
(4) 设 fe PE([0,1]), 且 Treodz=1 对 e>0, 作 
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El®) = {Caz00s2) € 0117": (| B76z01 /ne)>1), 
k=l 
则 limm(E,(e))=0. 
b 
证 明 (1) 由 [#0ar= lm)dr<hm| Rdz=1, 可 知 
9EL?([a,b]). 从 而 我 们 有 
b 
0= lim| 2nd = fedz， 
由 此 即 得 g(x)=0,a.e. zx€[a,b]. 
(2) 记 Ci=| raDmcz)dzCteN) ,注意 六 Cs 有 
el 


(3) 反 证 法 . 假定 MAsupl VUD)<+oo 册 
I — ME DSI M+M (rE€ [0,1). 

易 知 { 户 (0)} 是 有 界 列 (否则 导致 |/ 外 >1), 根 据 Helly 选择 原理 (把 
(zx) 分 成 两 个 递增 函数 ), 可 知 存在 f(z)(0<z<1) ,使 得 limf,,(z) 
二 (x). 从 而 得 f(x)=0,a.e.zxE[0,1]. 注意 到 所 (rz) 一 0(- 一 oo， 
ae.zE[0,1]), 根 据 控 制 收敛 定理 , 即 得 | /外 一 0( 一 co). 这 与 
lfil,=1 了 矛盾 . 

(4) 因为 我 们 有 


me sd | Bf | fa) ariedz, 


< 二 | Dor)) andzeedaz| 


k=1 


1 请 1/2 
二 二 (CZzt)dzidzaz…dzn 

二 ns Zi dridr2*""dz | 

Y U2 
= 去 | fr (adreedz,| 

ne\ t=1, Co 了 


1 v2 1 
2! i 
所 以 结论 成 立 . 
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例 13 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 {f,}EL*([0,1]) 是 标准 正 交 系 , 则 


> | AG )dt 


(2) 设 {fi}CL(E) 是 正 交 系 ,并 记 o,(z)= >)fi(z)/n(n€N). 
=1 


2 
rz, rE€L[L0,1). 


若 im 4A 有 /一 0, 则 o.(z) 在 上 依 测度 收 化 于 0. 
(8) 设 (g}CL2[a,6 了 ) 是 标准 正 交 系 , 则 (多) 是 完全 系 当 且 仅 当 
1= 3 (fo) = 
(4) 设 {a)CL2C[a,5]) 是 标准 正 交 系 , 令 
Co = 0 nd +t + pf de 
若 {f.(z)) 在 [a,6] 上 一致 有 界 , 且 几 乎 处 处 收敛 , 则 {gCz)} 是 完全 系 


当 且 仅 当 limf.(z)= 十 ,a.e.x€ [ab 
证 明 (1) 注意 不 等 式 


ra 


-3 > | fs, Xeon) 攻 < xeo,n 性 = 
nl 


2 Xe 1 2 
= 2) | /Oxon | 
n=l 0 


(2) 由 题 设 知 , 任 给 e 之 0,6>0, 存 在 N, 使 得 > | 记性/ 一 eeCn 
k=] 
之 NN). 从 而 得 ( 正 交 性 ) 
1 < 村 
RACE = [l 2fo) dr<e8 (n>N). 
今 6, 二 {xEE: |o,(z)| 之 se}) ,我 们 有 
eme) <| IoD dz, me) < >N), 


即 得 所 证 . 
(3) 必要 性 ”假定 {g} 是 L2([a,6j) 中 的 完全 系 , 则 
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Bs) -DI he 
充分 性 ”假定 1 二 xz 一 a, 则 对 a<<x<y, 我 们 有 
Srna) 一 ?一 工 
从 而 知 对 [asbJ 上 的 阶 宰 孙 数 8(7), 就 及 | egCodt| = 性 
再 对 Fe Li([a,6]), 且 阶梯 函数 事 近 ,可 得 
Sonwe) = |. 
由 此 即 可 得 证 . 
(9) 令 (z) 一 兄 (z)| GDde 则 易 知 
Gwe [god = 站 nd]. 
又 记 所 (xz)>f(r),a.e. rE A 
[oa = 各 | rod = lim Be = 了 (seodd 
若 f(z)=1/2, a.e.z€ [a,6b]j], 则 由 上 题 知 {8.(z)} 是 完全 系 . 
若 {g(z)) 是 完全 系 , 则 由 | /cz)dz= DG. 


Fsy So) 六 cz) } ， a.e.x€ [a,b]). 
n=l n= 
(注意 ,后 面 的 级 数 是 严 意义 下 收敛 的 》 
例 14 试 证 明 下 列 命 题 : 
(1) 设 (f,(z)} 是 L:(E) 中 标准 正 交 系 ,m(E)<< 十 2, 且 有 


|f.(z) MEN,zEE), 则 级 数 >)f.(z)/n 在 EE 上 几乎 处 处 收敛 . 
(2) 设 (f(z)) 是 L2CE) 中 的 正 交 系 , 令 6.(z)== f(z)/n(zE 


EE). 若 IaD yn 1 用 一 十 ce, 则 limos(x)=0,a.e. XEE. 
n=1 ened 
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证 明 (1) 因为 (lp)?< 十 ce, 所 以 存在 JE72z(E) ,使 得 


Noo 


0 

lim|, [SR 一 (rz)lzdz 一 0， SCz) 一 了 >) 广 (z)/， 
n=| 

NA 


CN+I dr 本 
lS — Sxl= 2 <|, ZS<oN. 


x 
令 &v(z) 一 之 |Swsw2(z) 一 Sx(x)1, 则 由 Minkowski 不 等 式 可 得 
ne lew — gu,lls < C2, lim., IN 一 Ni*|=0. 


从 而 存在 gE L:(E) ,使 得 |gx 一 al OC m0) 而 且 
gN(Cz) SC gw+(T), limgn(z) 一 g(z)， JimSw(z) 0 


对 于 p: N:<p<CN 十 1)2, 我 们 有 


Ey 入 2N+1 
|Ss(z) 一 SNCz)1 <M -<M < < 
lz) — SD SI) 一 SCz)| + ISm(7) 一 Str)l. 

由 此 易 知 结论 成 立 . 
(+D? 
(2) 令 Pi= >) f=0,1,2,…), 则 
n= 各 
oo tl ~ 
> DD l= Pl, 
1 2 1 
从 而 可 知 


po <Ee ‘TTD 


10 i30 1 


<2l + Di < 十 co， 
ip1 
这 说 明 limoe(z) 一 0,ae'zE E. 
现在 假定 n= 十 p(& 二 [Mnj,0<p 二 28), 并 令 


F(z) = Dn fi(z), 
n=1 


则 ELICE). 我 们 有 
Gz) = Dn filr) >0 (ae.r€ kk”), 
过 
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|oCz)| 委 |c(Cz) — kor)/n| 十 aoec(Cz)， 


1 + 
laCz) 一 Kiar(z)/nl <| 2 fa)| 


imk+1 
1 C+? 1 +? i 
< 二 3 i | fC) /i < 二 人 D3 ii] GH:(z) 
二 1 有 二 1 


SEk+D 2+ DG >0 (hoo.e.r€ E). 


例 15 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) (9}CZ2([a,b]) 是 标准 正 交 系 , 且 有 lm(z)| 和 MGCOzEN). 若 


feLLa6D) ,NM lim| rpmcmdz=o 

(2) 设 {g4)}CL(E) 是 标准 正 交 系 ,上 且 有 EL:(E), 使 得 
lgkCoD|Sl@(zD1， ae zEE. 车 DHarpi(z) 在 E 上 是 几乎 处 处 收 全 
的 , 则 at->0 (~>co)， 

(3) 设 {f,}CL(E) 是 标准 正 交 系 , {a,} 是 实数 列 , 令 S,(z)= 
Eh). 闫 台 Mna:<< 十 吕 , 则 


GD > 1S 一 Se 用 <+co(Ss= Basf.(z)); 


(Gi) 六 ouP(z) 在 巨 上 几乎 处 处 收 化 

(iii) Sa) | 在 天 上 平方 可 积 . 

(4) 设 (9} 是 L?([a,6]) 中 的 完全 标准 正 交 系 . 则 对 于 [a,6] 中 任 
一 正 测度 子 集 E, 均 有 并 | ecodz 二 1， 

(5) 设 (mCz)) 是 二 (La,5]) 的 完全 系 , 则 


DJ Az) 一 十 co，a.e.zE [a,b]). 


tel 


证 明 (1) 易 知 对 任 给 s>0, 存 在 gE 忌 ([a,o), 使 得 | /一线 < 
#. 而 又 存在 N ,使 得 |(g,H)1<sC 志 N). 从 而 我 们 有 
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|repoaeoaz|<| re — g(x)||g(z)|dz +| 1g(Cz)9(z)1dz 


<AMlr 一 gl 二 e<Me+e n>N). 
由 此 即 得 所 证 . 
(2) 反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 则 由 题 设 知 limg(z) =0,a. 6. z€ 
从 而 根据 控制 收敛 定理 ,可 得 limllp .一 0. 但 这 与 ll, 一 1 矛盾 ,证 
毕 . 
(3) GD 因为 IS 一 Sg 二 3) ,所 以 我 们 有 


+ 
1 一 Se 用 = 3) De DVia<t+o. 
Al tl +1 Evy 


(ii) 显然 Se(z) 在 EE 上 几乎 处 处 收敛 于 S(z). 令 
n=k+p (k= [Vn]j,0<p<2k), 
我 们 有 


IS,(z) — Se(z) |= | SS aiCz)| <p 3 az) 


ii 好 +1 
去 2 > Viafi(z) A2R(z). 
4 本 +1 
注意 到 >, MV iia?fi(z) 在 E 上 几乎 处 处 收敛 , 故 知 jimRe(z)=0， 
tel 
a.e€.XEE. 从 而 可 得 
[SsCz) — S(O) SISz) 一 SeGz)| 十 1SCz) 一 SeCz)1 
<V2Ri(z) 十 |SCz) 一 Se(Cz)|， 
这 说 明 lim|S,(zx) 一 S(z)|=0,a.e. XEE. 
(iii) 令 
bust 172 
FOr) = (2 VTaFD) + (DS) -Sel) ， 
iel k=1 
则 FEL2(E), 且 有 |S,(zx) 一 S(z)| 过 f(z). 注意 到 
[S.C2) SISC) +S.7)—S (ISS +F(z) (rEE), 


以 及 1S5(z) | 十 F(z) 在 EE 上 平方 可 积 , 即 可 得 证 . 
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1/2 


(4) 考查 fj(z) 一 Xe(Cz) ,注意 由 {P(x)) 的 完全 性 可 知 


Ne ed 2 
m(E) lxelli = Dl lxesp) :5 eeoaz| 
名 名 
(5) 反 证 法 . 假定 立 ' 吕 (z)< 十 oo, 则 存在 EC[as6]: m(E)>>0， 
k=] 
以 及 M, 使 得 > 9(z)<M(zEE). 我们 有 
t=1 


| 六 HG)dz 一 >| Rlzr)dr <+ co. 
El=1 4=1JE 


但 是 (gCz)} 是 L*([a,5]) 中 的 完全 系 ,因此 对 [a,6] 中 任 一 正 测 集 e, 可 
得 


立 | 经 (z)dz 之 立 |Jacoaz| ‘fmce) ST 


le 


这 显然 与 了 | 并 Cz) dz 二 十 吕 蔬 盾 . (实际 上 , 取 N, 使 得 


oo N 
台 4)dz<1/4, 然 后 再 取 zC[a,b], 合 得 | K(x)dz< 汪 .从 


nN+y 
而 可 得 | R(x)dz<1) 
il? 
例 16 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 feZ([0,2r]). 若 其 Fourier 级 数 在 正 测 集 EC[0,2x) 上 
(点 ) 收 敛 , 则 其 Fourier 系数 必 收敛 于 零 . 
(2) 函数 系 {z'e -2: n 一 0,1,2,…*)} 在 亚 (( 一 covco)) 中 笛 窗 . 
证 明 (1) 记 aa 加 (zEN) 是 F(Cz) 在 [0,2r] 上 的 Fourier 系 
数 , 邻 = 十 把 ,ancosnz 十 bnsinnz 二 r。* cos (nz 十 9,). 采用 反 证 法 : 
假定 x 一 一 0Cn 一 00), 则 存在 o>0 以 及 {m4) : ro(kEN). 由 此 即 知 
limcos (nrz +0)=0 (rE€E). 
注意 到 |cos?(mz 十 0,)1<1, 就 有 
lim| cos?(msz 十 0.)dr = | limcos’ (mz + g.)dz = 0. 
hooj E E koo 


另 一 方面 ,我 们 又 有 
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| cosz(nz + 0,)dr 一 lm(E) 十 cos20,| cos2nzdzr 
E 2 E 


= sin20, | sin2nzdz -> Tm(E) (n> oo0). 
E 2 
这 导致 矛盾 ,证 毕 . 
5 
(2) 设 fe 已 (一 ,十 co) 满足 | operadt 一 0 一 0,1,2， 
二 
…), 则 令 Fw)=| f(De-"/ewdz(z 是 复数 ), 易 知 F*(z) 二 0(k==1， 
2,…), 帮 F(z) 二 0， 
人 
[fe rerd =0 (~ <zr<+to). 
以 e-™*(y 是 实数 ) 乘 上 式 两 端 ,上 且 在 (一 /1,1/) 上 对 xz 作 积分 ,可 得 
[foe sn = 
Pe ty 六 


从 而 我 们 有 f(t)=0,a.e.1€ (一 coyco). 
例 17 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 {g4}CL2(E) 是 完全 标准 正 交 系 , 则 对 f,g€ L(E) 有 


(f,g) = Fp gg). 
hl 
(2) 设 (p4}CL*([a,6b]) 是 完全 标准 正 交 系 ,fEL*([a,6]),f(x) 
一 六 apt(z), 其 中 Cg, 则 对 [ab 中 的 任 一 可 测 集 已 ,有 
k=1 


[faz = RA 


(3) 设 有 ELI(E),m(E)< 之 十 oo, 且 存在 M0,6>>0, 使 得 
fl < M, lf EN). 


车 >|asf(z)|<+o0,a.e.z€E, 则 》)1a.|<+%. 
n=l a=] 


证 明 (1) 注意 : 广义 Fourier 级 数 >)(f ,gp)p(z) 在 E 上 依 工 : 
k=1 
意义 收敛 于 f(x), 从 而 可 得 
Cg) = (Df ,nn8) = Df,n) ne). 
k=1 =1 
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(2) 注意 ,我 们 有 等 式 
Tepdz= | epxecodz = (fsx) 


= Df RXER) = DlXesp) 
k=l #=1 

= >o| Gx)dr. 
#1 E 


(3) 作答 e>0, 令 10= 总 Iaf.09)1 对 1>0, 又 令 E={x€EE: 
f(z) 之 t}) , 则 存在 >0， 使 得 图 ( 且 ,<e. 由 此 知 
站 lz)ldz 生 WED) MEM Ee. 


现在 取 >0, 使 得 MMVH<8/2, 我 人 有 | 1f.(z)1dz>6/2. 
a 
从 而 得 到 
omi( 尼 ) 之 人 f(z)dr = 网 fn ldz > Bylesle/2, 


an| < 2t0 * mCE)/6. 


证 毕 . 
例 18 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 tp,} 是 性 ([a,p]) 中 的 完全 标准 正 交 系 , 若 { 名 } 是 


Wes6D 中 满足 | [pz 一生 Co]Jdz<1 的 正 交 系 , 则 {y,) 是 
ZL2([a,b]) 中 的 完全 正 交 系 . 

(2) 设 {pi(z)} 是 L(4) 上 完全 标准 正 交 系 , {gr(z)}) 是 L7(B) 中 完 
全 标准 正 交 系 , 则 {fix(r,y)}) 二 {9i(z)，W(y)}) 是 L*(A4XB) 上 的 完 
全 系 . 

证 明 (1) 设 有 fEL([a,6bj) 满 足 (f,y,) 二 0(nEN), 则 由 

(f= ,pt (fp) = ,Oo ) 
可 知 ,| 户 9? 入 上 时 1g, 一 加 用 .从 而 得 出 
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VRE= Sp UE De 
这 说 明 只 能 有 /C5) 二 0,a.e.zE [as6] 
(2) 0) feardy= | den wooayjdz=1 
(ii) 在 记 冯 iz(h 关 如) 时 ,我 们 有 


| fi TY) * fi lz ydrdy 
AxB 


2 


= | 和 oowoo|| mn)jdy = 0 
B a 
(ii) 车 有 /EL*(AXB), 使 得 (f ,fi)==0(i,k&kEN). 则 令 Fi(y)= 
| f(zyy)R(z)dz; 易 知 FEL?(B). 从 而 有 
a 


| Fi(y) ily)dy = | flzsWfialrsy)dzrdy = 0. 
B AxB 


这 说 明 Fy) =0,a.e.y€ B. 由 此 知 | f(x,y)9 Cz)dz=0,a.e. y€EB. 
根据 {gCz)} 的 完全 性 ,可 知 对 几乎 处 处 的 yE B, 我 们 有 m({xE€ A: 
f(z,y) 关 0})==0. 因 此 ,由 Fubini 定理 ,得 到 
f(x1y) =0, a.e.(z,y) EAXB, 

例 19 下 列 命题 成 立 (证 略 ). 

CD) Hermite 函数 系 (rz)= (一 De 二 oo=0,1,2,，) 是 亚 (( 一 co， 
co)) 中 的 完全 系 、 

(2) 设 p(x),q(z) 是 [a,b] 上 的 连续 函数 , 且 g(z)>0(a 委 z 委 力 . 若 微分 方程 

y+ pz) 一 gz)y 一 0 QE (一 covoo)) 

具有 满足 边界 条 件 y(a) = 二 y(5)=0 的 非 零 解 y(z), 则 称 此 2 为 该 方程 相应 于 所 给 
边界 条 件 的 特征 值 , 称 y(zx) 为 相应 于 4 的 特征 函数 . 现在 假定 m (Cz),yz(z) 是 相应 
于 ,入 ( 丸 冯 和) 的 特征 函数 , 则 函数 (x)=MNplxz)y(z) 与 (x) 一 8 
Mp(z)yabz) 在 LC[a,6]) 中 正 交 . 


(3) 设 一 oa<b< 气 十 o,f(zx) 是 [a,5] 上 几乎 处 处 不 为 0 的 可 测 函 数 . 若 
1f(z)1<Ce “(azr<b,6>0), 则 {zr*f(z))}(n 二 0,1,2,…) 是 (La, 妇 ) 中 的 完 
全 系 . 
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§ 6.4 L? 空间 的 范 数 公 式 


基本 内 容 
定理 1 若 fEL*(E) (1<p<< 吕 ), 则 存在 gE€L*(E) 且 llglly==1, 使 得 
17 有 = [Wend 
定理 者 /E70E), 则 有 W/o= [spp ,| freoeeoaz|} 


定理 3 设 g(z) 是 ECR" 上 的 可 测 函数 , 若 存在 M>0, 使 得 对 一 切 在 E 上 
可 积 的 简单 函数 gz) ,都 有 
[feces|< a lel, 


则 geEZ”*(E)(z 是 请 的 苍 指标 ) 且 llg ll 入 M. 
定理 4( 广 义 Minkowski 不 等 式 ) 设 f(z,y) 是 R"XR" 上 的 可 测 函 数 , 若 对 
几乎 处 处 的 yER",f《x,y) 属 于 LI'(R")(1<p<0), 且 有 


Me [Jlf ey hd) dy <+ oo. 


则 


U。 Je az < [I ldz] dy 


注 1 在 R'X[0,2J 上 作 二 元 函数 : 

f(z), 0<y<1, 

g(7), 1<y<?, 

其 中 EL?(R'),gEL?(R'), 则 对 f(z,y) 的 广义 Minkowski 不 等 式 化 为 通常 的 
Minkowski 不 等 式 ; 


Cr,y) = { 


Hf + glls < I++Hegl. 
注 2 在 (0,co)X[1,2] 上 定义 二 元 函数 为 
as，7<z<n+1l OK<y<1, 
,= | CE N) 
Te 全 


则 广义 Minkowski 不 等 式 化 为 
(Batel)” < (Det 


典型 例题 精 解 
例 1 试 证 明 下 列 命题 : 


Up 


+ (Din). 
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(1) 设 F(z) 在 R: 上 可 测 . 车 对 任意 的 g€1(R')(1<g 志 十 0)， 
有 


人.Ueoscldz<+m， 
。 


则 fELIRDY)(/p+1/g=1). 
(2) 设 在 LC(E) 中 有 fi 弱 收 敛 于 了, 则 |fil;<MGk=1,2,…). 
(3) 设 有 .ELI(E),g€EL*(E)(1/p 二 1/p'=1), 而 且 


Fl 全 | .六 Castz)dz， Ps)1<M CEN)， 


则 1 AP,<M (EN). 
证 明 (1) 反 证 法 . 假定 | 有 = 十 ce, 则 存在 (gz)):， le,=1， 


使 得 | ,17(zesCz)1dz>mCnEe N). 现在 作 函 数 

g(z) = Ble Sy(z) = San, 
我 们 有 sh D1 而 {lS。l,} 递 增 并 趋 于 lgl,, 因 此 推出 lgl, 志 
<+e gEL'(R'). 但 是 又 有 


iowa dr fe dr >n weN)， 
这 与 题 设 矛盾 . 

(2) 由 题 设 知 , 对 任意 gE 己 (五 ), 有 

tim|| /rgdz| Ss J osCodz|< MF, lal, 
Lm E E 
故 存在 M>>0, 使 得 
上 epseoaz|s MIgl。 (g € LE)). 
从 而 易 知 17. 上 入 M. 

(3) 反 证 法 . 假定 结论 不 真 , 则 选 mwEN, 使 得 | 六 儿 >1. 此 时 取 
(DD: jg 一 4 并 记 M, 一 sup |F.(g1)1; 再 选 aEN, 使 得 jj,> 
3 人 (Mi 十 2). 此 时 取 gz (xz); lgs1, 二 4 ,使 得 |F,, (gs) | 
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2 ,lgzls. 〈 注 意 , ef 1 = 1 a (Cz)g(z)dz| = 


spp IP,, Cg)1). i ge 这 样 继续 做 下 去 ,…， 
可 得 {g(x)}: 


| Ss | ,< < le 凡生 二 le 


,Ds )|< rl, thesl,. 


而 且 还 有 
IF, (geri 十 gt 十)| 委 去 Fu(eo1. 
令 g(z)= >)gt(z), 可 得 
一 1 


IF, C8)|= IF git TB) + EF, (gt) + PF, (gu 十 …)| 
2 |F, (gd)| 一 IF gn to)| — |F, (g++ + ga)| 
> (M_ 二 有 ) 一 Me 一 大 
这 导致 矛盾 . 
例 2 试 证 明 下 列 不 等 式 ， 
(1) (Hardy 不 等 式 ) 设 1Cp<co,jeE ZL2((0,co)). 若 记 


PC) = 二 | rod，z> 
则 FeZCCoeo)), 且 Pbs| zi 
(2) 设 gEL2([0,1D), 且 lelsz#0, 令 G(x)=[ sdt(o<z<1， 


则 lcl<lgly 2. 
证 明 〈1) 因为 我 们 有 


1] 
FPC) = | fide, 
所 以 根据 广义 Minkowski 不 等 式 , 可 得 


I Fl, = (六 |freou | 
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< [re Maz| dr = [fv pmey A 


1 
A A 


(注意 , 当 p=1 时 ,FEL'.) 
(2) 因为 我 们 有 


oti =] (fecoa) az< ff le ar: zj 
< zdz lal: = 4 els, 


所 以 jGl<lgl/V2. 


86.5 卷 积 


基本 内 容 


定理 1(Young 不 等 式 ) 设 fELI(R"),g€LIR")(1<p<o0), 则 Nf x gl 
fh llgll,. 
定义 设 K(z) 是 定义 在 R" 上 的 函数 ,e>0, 令 


Kz) = ek(E) -ek 了 ,于 ,，, 王 | ， 


我 们 称 天,(z) 为 天 (z) 的 展 缩 函数 . 例如 玉 (z) 一 Xeco.b(Cz)，, 则 
e", lz|<e, 

0， 你 > 卫 司 

我 们 有 下 列 简单 事实 : 设 KEL'R"), 则 

GD Kendz= | Kas 


K(x)= ( 


Gi) 对 于 固定 的 3>0, 有 lim| ,IK.(z) dz 一 0 
定理 2 设 KEL'(R") 且 IKh=1, 若 /EL?(R") (1<p<oo), 则 有 
lim IIKex 了 了 一 jl = 0. 《也 称 这 样 的 展 缩 族 (K.) 为 逼近 恒 等 族 . ) 


现在 ,我 们 特别 令 K(zx)=p(z): 


1 
成 光 过 i Tz ， |zl 科 1， 
0， jzl > 1， 
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其 中 < 是 使 lo 由 =1 之 常数 . 易 证 当 jz) 是 具有 紧 支 集 正 且 属 于 L*C(R") 的 函数 
时 , (pe * 有)(z) 也 具有 紧 支 集 . 这 是 因为 在 等 式 


Cpex (7) = [We — e)plt)dt = | ye 一 aod)dt 


之 中 , 当 J(z) 的 紧 支 集 灭 与 闭 球 互 (zie) 不 相交 时 , 则 由 于 1t+|1<<1, 故 
7(z 一 eDpGD) 一 0, 即 (psx 有)(zx)=0, 所 以 , (pe * F)(z) 的 支 集 是 下 的 e 邻 域 ( 指 
{zr: d(xz,F)<e)). 这 就 是 说 它 具 有 紧 支 集 . 

定理 3 具有 紧 支 集 且 无 限 次 可 微 的 函数 类 CS"(R") 在 L*(R") 中 稠密 . 


定理 4(Urysohn) 设 FCR" 是 紧 集 ,G 是 开 集 包含 请 , 则 存在 Fe CCR") 满 
足 
rz) 一 1,zEFi supp(PCG 0 过 Frz) 壕 1， zeER' 
推论 设 p>le>0,M>0cN, 则 存在 PECC (RD)，supppCR'N\ 
B(0,ko), 且 有 


Fed = hel < eo< Hr) <M, x ER 


典型 例题 精 解 


例 1 试 证 明 下 列 命题 : 
(1) 设 feZ2([0o,b])(1<zp< 十 co), 令 


L(x) = fe 一 DC)d (0<zr<b,a>0), 


则 TuEZe([0,0), 且 7TEC([0,0])(e>1/p). 
(2) 设 fEL'(R'), 令 
F(z)= [fe —y) 人 ) dy (rE€R'), 
a 厅 
则 FELR')(2/3<p<2). 
证 明 (1) 令 f(r)=0(zxE[0,6]),g(z)=zx" '(0<zS6b)B g(z) 
二 0(zE[0,65]) ,我 们 有 


1.(z) = 站 zc 一 Da)dt (0<zr<b). 
由 此 知 rreEZ*([o,b5])(c>0). 易 知 当 &gEZ*([0o,5]) 时 ,ToE 
C([0,5]), 故 在 (ec 一 1) 因 > 一 1 即 w>1/p 时 TEC([o,O). 
(2) 易 知 |f x gl ll lgl,CgE€L?(R'), 故 车 视 
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lsin(1/y)|/ Vly|， yy 0, 
g(y) = 0 


y= 0, 
则 当 gE€EL?(R1') 时 ,就 有 xg€EL*(R'). 因 为 
lelle 3 记 Be la 修罗 


= ([, | ae . ! 


而 当 p>2/3 时 ,171<< 十 wo; 当 p<2 时 ,11| 过 十 吕 ， 所 以 结论 得 证 . 

例 2 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 e>0,K.(z)=Ce “(xzER): |K. 册 =1, 则 

lim llK.xf—fh=0 (Ce DR)). 

(2) 设 fFCz) 是 [0,co) 上 的 非 负 递减 函数 , 且 有 FE 17?([0,o0)) 
(<zp< 十 co), 则 

Ia| /fee a dz =0 | 亡 + 记 =1.7>0]， 
其 中 f.(z) 是 f(z) 的 展 缩 函 数 . 

(3) 设 fEC([ 一 xz]), 则 

lim lex — /fl,=0 dp<+%), 


其 中 en/=on(f ,ze f (2)Kn(z 一 1)dt 是 Fejer 核 ， 


1 EN 二 
一 2(CN 十 1) To 


证 明 (1) 易 知 C.=1/wWVxe ,我 们 有 
人 ce — y)K.(y)— FDKW dy dz 


< 人 人 ve 一 flr) Kdy 


过 (f+ ell ul/ f(z) ldz] K. (Wdy 


人 1I 二 TI (a>0). 
对 任 给 7>0, 注 意 到 | 7 一 ho0(C 一 0), 故 当 a 充分 小 时 有 


| 工 |<?. 又 由 天 ez)(C|zl>a) 是 随 s 递减 趋 于 0 而 递减 趋 于 0 的 , 且 
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if» fdr<2 Uh 
故 根 据 控制 收敛 定理 ,可 得 当 @ 充分 小 时 | 工 | 到 7. 
(2) GD) 由 zf(z)/2<| f(Ddr~0(z 一 十 oo) 可 知 ， 
lim zf (x) 二 本 
(ii) 我 们 有 不 等 式 (e<7) 
三 [f(x) Xe (x) "dz — | far 


+% 5 oo 
=| fz) fr ndr< [ef /ey -| fr)dr 
9 3 


= [| 卫 ] 才 | 了 | 本 ， | reodz- 0 (e—0), 
由 此 即 得 所 证 . 
(3) 因为 二 | Ks(e)dt 一 1 所 以 对 e>0, 存 在 3>0, 使 得 


Yt 1 ” 工 一 cosCN 十 Dt 
ley(f) — fl, = | 2CN 十 1 一 cost 


“ [fC— 1) — fjdt |， 


2 1 [ 1—cos(N+ 1 
2CN + DR) 1 一 cost 


fC0:— 0 — flydt 


二 ? 1 一 cosCN 十 1)t 
< 2(CN 十 le 1— cost lfC—# fsdt 
1 一 人 1 一 cosCN 十 1 
一 up eats A ae 1S 
+ 到 不计 人 + 站 1 一 cost 4 
ei 
< 


(N+ x1— cosd 
从 而 令 N 一 十 oo, 再 令 e->0, 即 可 得 证 . 
例 3 试 证 明 下 列 命 题 : 
G) 设 1<p<%, 则 E= |fecmR"): | rz)dz=oj 在 
LA(R") 中 稠密 . 
(2) 设 fEL*(RD), 记 扩 (z)=f(z 一 ). 著 lim 1 一 fs。=0, 则 存 
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在 R: 上 一 致 连续 函数 g(z) ,使 得 
f(z)= g(x), a.e.r€ER'. 
(3) 设 1<p<oo,1/p+1/p'=1,fEL?(R"),gEL?(R"), 且 令 
F(z) 一 re 一 Dg(C)di，zER， 


则 FEC(R"). 

(4) 设 f(z) 是 R' 上 的 可 测 函 数 ,DCR! 且 万 =R'. 若 对 任意 的 
aED, 均 有 f(z 二 a)=f(z),a.e.zER', 则 存在 常数 C, 使 得 f(x)= 
C,a.e.7€ER!. 

证 明 (1) 以 n=1 为 例 . 对 任 给 e>0, 已 知 存在 gEC'S (CR1) ,使 
得 | f 一 g ,<e/2. 


车 [gCz)dz 一 0, 则 结论 成 立 ， 


车 ,gCz)dz 一 A 去 0, 则 取 名 ,使 得 
suppg NN [ko,%0) = @. 
从 而 取 PE CS (CR1) ,满足 suppgC[ko,o0),p(z) 宇 0(rER!), 且 有 


证 二 
ira = 1 ol, < a 


现在 考察 J(z) 二 g(x) 一 Ap(zx), 易 知 JEL?CR"), 且 有 
lf—yl,= 1Hf—g+Apl, 
<lf—gel,+lAllyl,<e. 
即 得 所 证 . 
(2) 取 p,(z) 全 pg。(Cz) (一 1,2,…) 为 非 负 通 近 恒 等 族 . 
GD | px 一 大 | “<sp Nf.—fl ~. 
实际 上 ,对 上 y=1, 我 们 有 


iE pa(z) 一 f(z) (zdz| 


芝 有 lz 一口 一 FGz)1lg。GD)1IYCz)ldzdt 


RXR! 
= wo 人 | Aceo = fon ly lar) 
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< 池上 7 一 由 -Olecoldzjw 
= 池上 一 =、 
(ii) 由 Gi) 以 及 题 设 可 知 
lim | gx 了 一 了 | =0. 
注意 到 p,* f(x) 是 Ri! 上 一 致 连续 函数 ,以 及 {(P。* PC(z)} 是 (对 并 
一 致 )Cauchy 列 , 因 此 存在 一 致 连续 函数 g(x) ,使 得 
limp, x*f(r) = g(x). 

由 此 即 得 f(x)=g (zx), a.e. XE€R!. 

(3) 注意 

[F(z+h)— Fo Sf r+h om) — fr —"), lel,. 

(4) (i) f(z) 是 有 界 函 数 时 , 作 单 位 恒 等 台 近 列 (9} 且 令 f(x)= 
(9x 有)(z), 则 EC(R')(REN) 且 有 

filrz+a)= fi(r) (k EN,a€D,). 
由 于 万 =Ri, 故 知 f(z)==Ci(kEN). 因 为 1 有 一 fl 一 0(% 王 00), 所 以 
可 取 {fi(z)} ,使 得 
limfi, (7) 一 (rz)，a.e.zE Ri， limC =C, 

取 f(z)=C,a.e.7ER!. 

(ii) 对 一 般 的 f(z) ,我 们 作 函 数 
f(x), |f(z)| <n, 
0， 其 他 ， 
则 户 (z) 满 足 (i) 中 条 件 . 从 而 得 f,(z)==C,,a.e. XER'. 若 对 一 切 n€ 
N, 均 有 C, 天 0, 则 F(z)=Coa.e.zERIOEN). 否 则 就 有 广 (z)=0， 
即 F(z) 一 0,a.e.zERL. 

例 4 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 ECR! 且 m《E) 之 0. 车 对 任意 的 x,yEE, 均 有 (zx 十 y)/2E€ 
无 , 则 瓦 包含 一 个 非 空 开 集 . 

(2) 设 Fez([0,1]),gEz([0,1]). 若 对 任意 AEC2 2([0,1])， 
均 有 


万 (z) = 
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人 repncodz = eeepnceoar， 
则 f(z)=g(z),a.e. rz€ELO,1]. 

证 明 (1) 不 妨 假定 Eo=EN[ 一 m0,no]: 0 过 m(Eo) 达 十 吕 , 则 
Xs,E (RD). 由 此 知 f(z) 二 | ,Xs,(2z 一 y)Xs,(y)dy 是 R' 上 的 连续 函 
数 , 且 非 负 以 及 f(z)=0(zE(Eo+Eo)/2). 

由 于 f(z/2) 一 (Xs,* Xs,)(x), 故 车 f(z) 一 0, 就 有 花 (zx) 一 0. 从 而 
lixsl;==0. 但 我 们 有 lx,>>0, 因 此 f(z) 在 某 个 开 区 间 ( 含 于 E,) 上 为 
正 值 .证 毕 . 

(2) 对 [0,1] 中 任 一 子 区 间 [a,6], 以 及 h(z)= 二 Xtsn(x), 存 在 h,€ 
CY '([0,1]), 使 得 la) hc) |dz->0Cn->oo). 由 此 即 知 


6 
站 二 z| /dr = ss ec)dz. 


令 b-ra 即 得 f(z)=g(x),a.e.x€[0,1]. 
例 5 试 证 明 下 列 命 题 : 
(DD) 设 fEL(RD),gEL(RD),1/p 二 1/g=1, 则 
lim I(f* 8g) (rz)| = 0. 
(2) 设 fEL(R"”) (p< 二 0) ,glz) 在 R" 可 测 且 满足 
I EM/Q+ zr)" (e>0), 
则 当 z 是 f(z) 的 Lebesgue 点 时 ,有 
lim(f x* @) (x) = af(z) [< = [rdz|. 
(3) 设 EL(R'Y), ,ELI(R')(n=1,2,…), 且 有 |f, 一 fl 一 0 
(no0). 若 gEL'(R'), 则 
lim If.xg— fxgl,= 0. 
证 明 (1) 易 知 存在 六 EC:(R:) ,geE C-(R1) ,使 得 (f; x g4) (zx) 在 
R' 上 一 致 收敛 到 (fx g)(z). 从 而 对 任 给 s>0, 可 取 hEN, 使 得 
了 [fi x gi) (x) 一 (Fxg)(Cz)| <e. 
选 M>0, 使 得 (fu x gu)(z) 一 0Cz|>M). 我 们 有 
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[fx DNS 1CP x gi) 7) — (fg) z+ fy, * gr) (7)| 
< supl (fi x gi)(z) — (fxn Le (rl>M. 
(2) 由 题 设 知 ,对 任意 的 6 二 0, 存 在 7>0, 使 得 
| fe-w- /Wye een. 


心 


ne Ifo» fn 1a ldy, 
lyl<y 


ne| fm» fDiaw ldy, 
lyi>y 


因为 |(f x8)(z) 一 af(z)|<T 十 Ts, 所 以 只 需 指 出 |11| 志 46,11,| 一 0 
(0) 即 可 . 

对 也: 选 K 满足 : 2* 才 7/t<<2*11(9/t 宇 1);KK==0(7/t 过 1), 并 令 

E={y€ER:2 "< |y|<2), 

则 gCy) | SC 2) "(yyE ED), |a(y)|<C"(yE BGO, 
2 7)). 从 而 可 得 

n< 委 cr 区 

k=0 


Fs pnd f(z—y)— fr)ldy 
2 "iy ? 


+cr lf» fnldy. 
lyl>2 1 
因此 ,由 7/t 之 2 可 知 
天 一 1 2 —n—e 
I | 一 | (2 9)" + Cr"(2 Kp)" 
k=0 


一 eK 一 1 


C3| 辽 | E+ ca 22 


卫 一 2-K n 
-cil 了 | | 可 
和 C[(2 一 1 十 2 
对 J: 令 p' 为 p 的 共 堪 指标 ,e= {y: 1y| 过 7, 则 
有 <| ye 一 1+ If) ldy 


ly!1>? 
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lfl, lx aly 十 17FGz)1 Mx a 
从 而 只 需 指出 lim 人， l=0(g=1,g=p"). 
车 g= 十 oo. 我 们 有 
lx 8 人 ECFA 二 ThD "= CHD "Cr 
车 g<< 十 oo. 我们 有 
Ix. 多 肥 -| 一 | 划 | 由 = Igoe 


lzi>We 
+% 
一 a 
Ee 
me 
n(nteg 


=Ce" | 了 7] = Cy". 


无 论 是 哪 种 情形 , |x. 均 由 所 控制 . 
(3) 注意 不 等 式 
If.xg— fxgl, 


i (|. [igre (= Der| az 1 
<j, [few le Ns ee TS oldz] a 


= | ori [f(r—0)— fr oldz) de 


例 6 试 证 明 下 列 命题 : 

(1) 设 f(z) 在 R! 上 局 部 可 积 , 则 下 列 两 个 结论 等 价 : 

(i) 存在 常数 C, 使 得 f(x)=C,a.e. XER'. 

(ii) 对 任 一 闭 区 间 [a,b], 必 有 、 
ft foldr = ok) mo 


(2) 设 f(z) 在 R' 上 局 部 可 积 , 则 下 列 两 个 结论 等 价 : 
(i) 存在 g(z), 它 在 任 一 闭 区 间 [o,b] 上 均 有 界 变 差 ,使 得 
f(x) = g(7x), a.e.rER'. 
(ii) 在 任意 的 闭 区 间 [a,6J 上 , 均 有 
ftp /l= 0 wo 
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证 明 (1) (ii) 之 (i). 作 有 逼 近 恒 等 列 {g(z)): g(x)=0(|z|>> 
1/n), 并 记 /PCz)=(F*g)(Cz), 又 选 S>0, 使 得 1/m<8/2. 对 任意 的 
XxoE€R', 作 区 间 (zo 一 6/2,zxo 十 6/2) ,我 们 有 

[fCzot h) — f(zo)| 


<| If(xoi+ ho—y— flro om yy) |dy 
ly 


5 
< | [fy+h)— fldy= on) -= 0). 


这 说 明 f(z) 在 z=zo 处 之 导数 为 0, 随 之 可 知 存在 常数 C,: f(zx)= 
C, 注意 到 limf(z)=f(z) ,得 到 limC,=C=f(z) sa.€. TER!'. 


(2) (i) 过 (让 .假定 [f(z) 1M, 且 f(z) 递增 ,又 设 0<h 二 1, 则 
[f+ fldr = [tear = fodr < am 
ii) 全 (i), 由 题 设 知 ,存在 6>>0, 使 得 
六 ve + — fldr<MIA|l (hl| < 6). 
作 gECI'(R') 且 支 集 包含 于 [一 6,61, 又 上)=1, 以 及 (m(Z)=0) 
limfi(z) Slimf rn) (zr) = f(r) (zr€ RZ). 


取 a,bEZ 且 |h|<6, 我 们 有 
| a 
h h 


> 
< 击败 [f(z +h— -fz— yay ldy) dz 
hlJa -a 
1 


+ 
< nw) th /fle 
从 而 可 得 
二 
VC = [in ldiz< M, 
n—l 
Dhlz) — fi lSM (ED. 
i=0 
nl 
令 有 co, 即 知 1f (zy) 一 f(z)1<M. 证 毕 . 
i=0 
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例 7 试 证 明 下 列 命题 : 


0) 设 有 EL'(R”Y)(REN),gEL'(R"), 且 f(z)= Dfi(z), 则 
La 


1CFx g)(z)| 去 Sr DL. 
台 

(2) 设 1 和 p<< 十 ce. 我们 有 
(iD 若 fEZ2R"D), 则 1 一 supfllx Al: lal =1}. 
(Gi) 车 sup{ 和 fx hlls: ta 一 1 一 十 co, 则 yeZ2COR"), 且 有 

II = sup{ lf| xhl,: Hall = 1}). 
证 明 (1) 由 题 设 易 知 

lim IRv Dh =0 (Rytz) = > Ai(z)). 


‘i 
从 而 可 得 lim IIRw x gll< lim Rw。llg 呈 0. 由 此 又 知 存在 {Na) ,使 得 
lim (Ry * 8)(z) =0, a.e.x € R". 

因此 ,我 们 有 


Nm 


[Fxg DE Dfir gr + IRy, * 8) Cz), 
=) 
而 令 m 一 co 即 得 所 证 . 
(2) (GD 取 A(z) 一 ace 满足 Ih 山 一 1, 我 们 有 
Mls =lim he fH, < sup{ lh As:e> 0) 


<sup{lf x hll,: Mall = 1). 

(ii) 令 工 =sup {| xl: lk 由 ==1), 易 知 f(x) 在 R" 上 局 部 可 积 ( 取 h(x) 

一 Xe(z)vm( 尼 )<< 十 co). 由 (iD 知 
llxe * fl < sup{Hlf| xhll,: lal = 1} 一世 . 

由 此 易 知 | 用 委 克 . 反 向 用 Young 不 等 式 . 

例 8 试 证 明 下 列 命题 

(1) 设 f(z) 是 R!I 上 的 一 致 连续 且 有 界 的 函数 ,K,EL'(R')(nE N), 且 有 

GD NK MEN); 

GD lim Kaz)dr=1: 


(iii) 对 任意 的 s>0lim| KC ldz=0, 
则 (Kx 让 (zx) 在 R! 上 一 致 收 化 于 f(z). 
(2) 设 f(z) 是 (一 oo,co) 上 的 可 测 函 数 ,而 且 (f x* f)(z) 几 乎 处 处 有 定义 , 记 
fi = 了 0, f(z) 一 (fx Cr) (n=2,3,.0); 
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则 称 广 (z) 为 f(z) 的 次 迄 次 卷 积 . 


若 fEL*(R'),1<p<oo, 并 令 
| 1 开 
ee 一 一 一 a 
lI-nep’ p71l-p Kk=12%), 


则 NA SN C=,2 ,1p+1/p' = 1). 
证 明 (1) 假定 |f(zx)|<Mi(MI>>M,zER'). 由 题 设 知 ,对 任 给 e>0, 存 在 
Ni 使 得 


||.e.eodz 一 1 | 去， n> NN. 


从 而 有 
€ € 
| keoreoaz — f(z) | < 辣 - 芯 
取 9>0 使 得 
lz 一) 一 Ar)1<s/4M CrEeR ly| < 6). 
又 取 N,, 使 得 
€ 
| Kae) lr< 二 > No. 

因此 我 们 有 


| ge Den - [Kooreody 
< JK Hf = fn ldy 
=| [IK If (zm— yy) — flr)ldy 
lyl>8 


+ | KI/ — » — fdy 
lyles 


<2m| IKsColdy 二 | _ IK 1dy 高 
byl>s lylee 4M! 


€ € 
<2M sm + lIK, ll » 3 
€ € € 
< 
令 N= max(Ni,N;), 则 可 得 
Is Pen SD S| KN - Kf | 
+ | 人 kopreoas - /en| 
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人 1 
<2+2 ECrERn>>N). 


(2) 根据 Young 不 等 式 ,再 用 归纳 法 . 显然 ,我 们 有 


2 二 
<M (于 = 二 + 二 -1> 吕 - 


设 EL”(R!), 又 由 Young 不 等 式 可 知 
JonDGz) = (f° N x), 


由 此 即 可 得 证 . 
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